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Uvod

@ Tzv. fidké (sparse) reprezentace signall jsou v dnesni dobé vysoce
atraktivnim tématem

@ Zahrnuje optimalizaci, pravdépodobnost, linearni algebru
@ Zasahuje do teorie informace
@ Nachéazeji se stale nové aplikace

@ Asi nejpopularnéjsi (meta)aplikaci je tzv. komprimované snimani
(compressed sensing, compressive sampling, CS)
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Osnova
o Model signalu
@ Motivacni priklad komprimacniho vzorkovani
@ Vzorkovani podle Shannona a Kotelnikova
o Ridké signaly, jednoznaénost reprezentaci
@ Algoritmy pro jejich hledanfi
@ Komprimované snimanf
@ Simulace
o Aplikace
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Aditivni model signalu

Modelujeme signal y jako linedrni kombinaci zakladnich ,stavebnich
blok(" a;:

y= inam
i

kde x; jsou vahy neboli soufadnice y v systému {a;}. Jednotlivym a;
fikdme atomy, celému systému fikdme slovnik.
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Aditivni model signalu

Modelujeme signal y jako linedrni kombinaci zakladnich ,stavebnich
blok(" a;:

y= inam
i

kde x; jsou vahy neboli soufadnice y v systému {a;}. Jednotlivym a;
fikdme atomy, celému systému fikdme slovnik.

Budeme pracovat v diskrétnim case
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Model signalu
Aditivni model signalu — priklad

Linearni kombinace vektoru [3 8 40] kosinove transformace
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Aditivni model signdlu — maticové vyjadreni

Model

yzzxiai
i

mizZeme zapsat jako nasobeni matice obsahujici slovnik: y = Ax
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Aditivni model signdlu — maticové vyjadreni

V nasem prikladé s bazi DCT: y = Ax
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Aditivni model signdlu — maticové vyjadreni

V nasem prikladé s bazi DCT: y = Ax
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Vzorkovani tradi¢né

@ Shannon, Whittaker, Nyquist, Kotelnikov, Raabe, Someya Fikaji:
@ Pokud signal ma nejvyssi nenulovy kmitocet fnax, pak vzorkovaci
kmitocet musi spliiovat
fuz > 2fmax

aby mohlo dojit k presné rekonstrukci
@ Rekonstrukce klasicka, jednoducha, interpolaci mezi vzorky
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Vzorkovani tradi¢né

Shannon, Whittaker, Nyquist, Kotelnikov, Raabe, Someya Fikaji:
Pokud signal ma nejvyssi nenulovy kmitocet fax, pak vzorkovaci
kmitocet musi spliiovat

fvz > 2fmax

aby mohlo dojit k presné rekonstrukci

Rekonstrukce klasicka, jednoducha, interpolaci mezi vzorky
Tato poucka nebere v potaz jak spektrum vypada

@ Zavedme néjakou apriori informaci
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Vzorkovani tradi¢né

@ Shannon, Whittaker, Nyquist, Kotelnikov, Raabe, Someya Fikaji:
@ Pokud signal ma nejvyssi nenulovy kmitocet fnax, pak vzorkovaci
kmitocet musi spliiovat
fuz > 2fmax

aby mohlo dojit k presné rekonstrukci
Rekonstrukce klasicka, jednoducha, interpolaci mezi vzorky
Tato poucka nebere v potaz jak spektrum vypada
Zavedme néjakou apriori informaci
Pokud spektrum signélu je omezeno na pasmo (fi, f2), pak pro
presnou rekonstrukci staci zvolit
g2

n—1 n
pokud ovSem existuje vhodné celé n
@ Rekonstrukce interpolaci
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Vzorkovani tradi¢né

@ Shannon, Whittaker, Nyquist, Kotelnikov, Raabe, Someya Fikaji:
@ Pokud signal ma nejvyssi nenulovy kmitocet fnax, pak vzorkovaci
kmitocet musi spliiovat
fuz > 2fmax

aby mohlo dojit k presné rekonstrukci
Rekonstrukce klasicka, jednoducha, interpolaci mezi vzorky
Tato poucka nebere v potaz jak spektrum vypada
Zavedme néjakou apriori informaci
Pokud spektrum signélu je omezeno na pasmo (fi, f2), pak pro
presnou rekonstrukci staci zvolit
n2_f11 > for 2—:2

pokud ovSem existuje vhodné celé n

@ Rekonstrukce interpolaci

e U podvzorkovani to funguje stejné
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Motivacni priklad — Matlab

@ ekvidistantni a ndhodné podvzorkovani signalu DCT
@ a rekonstrukce pomoci £1-minimalizace

@ co vSechno jsme vysledovali?
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Vzorkovani méné tradicné

o Neekvidistantni odebirani vzorki
@ Signaly s ,Finite rate of innovation"

@ Vsechny pfistupy povazuji signal za soucet dilCich signali
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Formulace ulohy I.
o Vektor y € C™ je zndm (méfeni, signal)
e Matice A e C™N m< N, je pIné hodnosti (atomy, slovnik)

@ Pak mame nekonecné mnoho feseni x tohoto systému y = Ax
o Které si vybrat?
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eni SLR — Fidké reprezentace

Motivacni priklad — fidkost v bazi vinkové transformace

Waveletove koeficienty serazene sestupne die velikosti Nejvetsich 7 % koeficentu serazenych sestupne, zbytek nuly
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FoRmelln dlffines fitlhess
Formalni definice Fidkosti (sparsity)
o Definujeme /g-normu vektoru x € CN jako
%[l = [supp(x)|

tj. pocet jeho nenulovych slozek
o Priklad: ||[1,0,—4,5,0] ||, = 3.
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FoRmelln dlffines fitlhess
Formalni definice Fidkosti (sparsity)

o Definujeme /g-normu vektoru x € CN jako

[1x[lo = |supp(x)]

tj. pocet jeho nenulovych slozek
o Priklad: ||[1,0,—4,5,0] ||, = 3.
o k-ridky vektor splnuje
Ix[lo < &
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Formulovanf dlohy

Formulace tlohy II.

o Jaké feSeni Ax =y si zvolit?
@ Chtéli bychom nejfidsi mozné:

mxinHX||0 vzhledem k Ax =y (PO)
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Formulovanf dlohy

Ridka tedeni SLR — jednoduché priklady

Dvé rovnice o tfech nezndmych x = [x1, x2, x3] |; riizné situace
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o e ety
Ridka feseni SLR — povolené odchyleni

Y

@ Aproximacni Gloha s povolenou odchylkou

min x|lo  vzhledem k ||[Ax —yl]2 <, (P0J)

@ pripustnd mnozina je ,tubus” okolo presného feseni
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Postadujici podminky pro jednoznaénost Feseni
Postacujici podminky pro jednoznacnost reseni

o Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi poclet sloupci matice A,
které jsou linearné zavislé. Formalné

k(A) = i . 1
spark(A) = min __[z[o ¢

@ spark(A) maze byt mezi 2 a m+1
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Postadujici podminky pro jednoznaénost Feseni

Postacujici podminky pro jednoznacnost reseni

o Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi poclet sloupci matice A,
které jsou linearné zavislé. Formalné

k(A) = i .
wPark(A) = T 1710

@ spark(A) maze byt mezi 2 a m+1

@ Tvrzeni: Pokud ma soustava Ax =y reseni x spliujici

spark(A)
Ixly < #2522,

pak x je nutné (jediné) nejfidsi mozné Feseni.
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Postadujici podminky pro jednoznaénost Feseni

Postacujici podminky pro jednoznacnost reseni

o Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi poclet sloupci matice A,
které jsou linearné zavislé. Formalné

k(A) = i . 1
spark(A) = min __[z[o ¢

@ spark(A) maze byt mezi 2 a m+1

@ Tvrzeni: Pokud ma soustava Ax =y reseni x spliujici

Iy < PR, @

pak x je nutné (jediné) nejfidsi mozné Feseni.
@ Elegantni, ale:
o jak v praxi spark(A) najit?
o velmi, velmi konzervativni (worst-case analysis pfes viechny moznosti)
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S EREINTE M [CRTIIINNEYI  Algoritmy pro nalezeni Feseni

Algoritmy pro nalezeni reseni

Zakladni problém
min||x|lo vzhledem k Ax=y (PO)
X

obsahuje ||-||, a je nefesSitelny v polynomialnim ¢ase (kombinatoricka
dloha, NP-tézky)
o Takze jakykoliv algoritmus, ktery nachazi feseni v polynomialnim
¢ase, nutné musi (obecné) najit pouze aproximaci spravného feseni
@ Budeme doufat, Zze bude dostate¢né blizko nejfidSimu

@ Miizeme pouzit ,hladové" (greedy) algoritmy (napf. Orthogonal
Matching Pursuit)

@ nebo problém , relaxovat” na nejblizsi konvexni problém
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Normy

e Normu vektoru x € CN definujeme
N 1/p
X[, :== (Z Xf!p> pro 1< p< oo,
i=1
N
X[, :=>_|xl|P pro 0<p<1,
i=1
[x[lg == [supp(x)|
o Tedy
N N

x|, == Z x| (Eukleides), ]|, == Z |xi|  (Manhattan)
i=1 i=1
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el elrese ddhy
(p-relaxace:  miny ||x||, vzhledem k Ax =y

»Nejblizsi* konvexni optimalizaéni problém je pfi pouziti £1-normy:

!
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el elrese ddhy
(p-relaxace:  miny ||x||, vzhledem k Ax =y

»Nejblizsi* konvexni optimalizaéni problém je pfi pouziti £1-normy:

L Y~ L.
go\w s & 61:\

X=y
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el elrese ddhy
(p-relaxace:  miny ||x||, vzhledem k Ax =y

»Nejblizsi* konvexni optimalizaéni problém je pfi pouziti £1-normy:

L Y~ L.
go\w s & 61:\

X=y

O SO ARG Ridké reprez. signalii a komp. vzorkovani 24.dubna 2013 20 / 54



Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

{1-relaxace

@ Tedy relaxovana dloha zni

min ||x||; vzhledem k Ax =y. (P1)
X
il
N
min Z |xi| vzhledem k Ax =Y. (P1)
X
i=1

@ to se nazyva Basis Pursuit; riizné metody a software pro feseni,
pocinaje linedrnim programovanim
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

{1-relaxace

@ Tedy relaxovana dloha zni

min ||x||; vzhledem k Ax =y. (P1)
X
il
N
min Z |xi| vzhledem k Ax =Y. (P1)
X
i=1

@ to se nazyva Basis Pursuit; riizné metody a software pro feseni,
pocinaje linedrnim programovanim

@ Za pritomnosti Sumu
min ||x||1  vzhledem k ||Ax — yl]» <, (P16)
X

@ to se nazyva LASSO; robustni statistka
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Podminky ekvivalence ¢1—/(;

Kdy jsou feseni (P1) a (P0) shodna?
Prekvapivé ,Casto”: vzdy, kdyz jadro ker A neni rovnobézné
s (nad)sténou ¢1-mnohosténu

Podminky ekvivalence dava fada kritérii

Problém je, ze vétSina z nich je vypocetné nelinosna

Nejlastéji pouzivana je RIP (Restricted Isometry Property), stabilni
i za pritomnosti Sumu
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

RIP

o Konstanta omezené isometrie §, matice A € C™*N je nejmensi &islo
takové, ze plati

2
|Az]l3

(1 — 5k) <
2|13

< (1+0k) (3)

pro vSechny k-tidké vektory z.
o Rekneme, 7e matice A spliiuje RIP ¥adu k s konstantou dy, pokud
O € (0, 1).
@ Mame zde zeslabeni isometrie dvéma sméry:
e pozadavek je pouze na submatice z A, nikoliv na matici celou
o odchylka od zachovani piivodni normy (¢2-kruznice deformovéna;
singularni &isla)
o Interpretace: Jakykoliv normalizovany k-fidky vektor po transformaci
matici A nezméni prilis svou velikost.
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Podminky na ekvivalenci obsahujici RIP

@ Jednoduse se da dokazat tvrzeni: Splnuje-li A RIP Fadu 2k
s konstantou dox € (0,1), pak pripadné feSeni soustavy Ax =y
fidkosti nejvySe k musi byt jediné.
e to ovSem nezaruluje, Ze to FeSeni Ize najit ,,rozumnymi* prostredky
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Podminky na ekvivalenci obsahujici RIP

@ Jednoduse se da dokazat tvrzeni: Splnuje-li A RIP Fadu 2k
s konstantou dox € (0,1), pak pripadné feSeni soustavy Ax =y
fidkosti nejvySe k musi byt jediné.
e to ovSem nezaruluje, Ze to FeSeni Ize najit ,,rozumnymi* prostredky
@ Tvrzeni: Necht A spliuje RIP ¥adu 3k s konstantou d3, < % Necht
x* je feSenim £1-minimalizace vzhledem k y = Ax. Pak

ok(x)1
Vk
kde C > 0 je konstanta zavisejici pouze na d3.
e prava strana bude diky o(x); nulova pro vSechny k-fidké vektory!

Ix =x*[l; < €
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Podminky na ekvivalenci obsahujici RIP

@ Jednoduse se da dokazat tvrzeni: Splnuje-li A RIP Fadu 2k
s konstantou dox € (0,1), pak pripadné feSeni soustavy Ax =y
fidkosti nejvySe k musi byt jediné.
e to ovSem nezaruluje, Ze to FeSeni Ize najit ,,rozumnymi* prostredky
@ Tvrzeni: Necht A spliuje RIP ¥adu 3k s konstantou d3, < % Necht
x* je feSenim £1-minimalizace vzhledem k y = Ax. Pak

O'k(X)l
\/E 9
kde C > 0 je konstanta zavisejici pouze na d3.
e prava strana bude diky o(x); nulova pro vSechny k-fidké vektory!
@ Tvrzeni: Necht A splnuje RIP fadu 2k s konstantou do, < 0,4142.
Pak

Ix =x*[l; < €

ok(x)1
vk

*
X = x*[l; < Cor(x)1
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Matice vyhovujici RIP

@ Jak vlastné vypadaji m x N matice A, které splnuji RIP?
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Ridka Feseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

Matice vyhovujici RIP

@ Jak vlastné vypadaji m x N matice A, které splnuji RIP?

@ Prozatim vime jen o ndhodnych
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Ridka Yeseni SLR — fidké reprezentace Konvexni relaxace tlohy

v 7

Caste¢né zhodnoceni

@ Teorie ndm nenf prilis naklonéna

o Praxe vsak ukazuje, ze miizeme dosahnout mnohonasobné lepsich
vysledk{ nez postacujici podminky zarucuji
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Komprimované snimani — formulace dlohy

@ Obvykly zpiisob komprimace dat — adaptivné vidi signalu
@ nasnima se vSe a pak se jejich ,nejméné dileZita ¢ast" vypusti
o JPEG komprese jako priklad

@ CS ma jinou strategii — neadaptivni

e nasnima se rovnou pouze tolik ,vzorkid", kolik je skute¢né potreba
e jaka je cena za rychlejsi akvizici?
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Komprimované snimani — formulace dlohy

@ Obvykly zpiisob komprimace dat — adaptivné vidi signalu
@ nasnima se vSe a pak se jejich ,nejméné dileZita ¢ast" vypusti
o JPEG komprese jako priklad

@ CS ma jinou strategii — neadaptivni

e nasnima se rovnou pouze tolik ,vzorkid", kolik je skute¢né potreba
e jaka je cena za rychlejsi akvizici?

@ Vratime se k pivodni dloze
min |x|lo vzhledem k Ax =y, (PO)

@ U CS bude mit A specialni konstrukci
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Komprimované snimani — formulace dlohy

e Uloha CS: A
% :=argmin||x||; vzhledem k y= 59/33-(/ (P1U)
P =z

e W je ortonormalni baze pro signal z, soufadnice x jsou Fidké
o ® je zatim nespecifikovand matice N x N
o R je matice, kterd provede ndhodny vybér m radkl z ®

R

=12
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Komprimované snimani — formulace dlohy

@ Tzv. méfeni v CS tedy (P = R®, A = PW, z = Wx) mizeme zapsat:

y P z
] -.. ..‘ - | n n
| Sacinr
Com o s gl
.H.... .' .3 l
o Loy BE B oin |

o Resi se tedy iloha
% :=argmin||x||, vzhledem k y= PWx (P1U)
@ Kdyz je X, resp. jeho odhad nalezen, signal je rekonstruovan trivialné:
Z=Wx
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Kolik méreni je treba ucinit?

o Kolik méreni je potreba udélat, abychom mohli garantovat dobrou

rekonstrukci pomoci £1-minimalizace?

@ Jinymi slovy: kolik fadkd m ma mit matice P, zvand mérici?

O O ARG Ridké reprez. signalii a komp. vzorkovani 24.dubna 2013
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Vzajemna koherence pro dvé ortobaze

e Mame-li matici sloZzenou ze dvou ortonormalnich bazi (tedy N x 2N),
pak vzajemnou koherenci napiseme jako

o, V) = Lo 4

u([®,W]) = max |4/ ] (4)
v/ v . .1

@ Koherence se v tomto pripadé pohybuje mezi 7N @ 1

@ Na koherenci je zalozeno tvrzeni, které urCuje dostateCny pocet
méfeni (vzork(), aby ¢1-minimalizace dala presné fesen{
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Zavislost poctu méreni na koherenci a ridkosti

@ Tvrzeni: Necht je dan signdl z, ktery ma v W k-ridkou reprezentaci x.
Pak feseni ¢1-minimalizace

min ||x|; vzhledem k y = R®Wx, (5)

kde y jsou méreni, je soucCasné s vysokou pravdépodobnosti nejridsi
mozné, pokud je pro R zvoleno

m>C-p?([®,W])-k-N-InN, (6)

pro né&jakou kladnou konstantu C.
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Zavislost poctu méreni na koherenci a ridkosti

@ Tvrzeni: Necht je dan signdl z, ktery ma v W k-ridkou reprezentaci x.
Pak feseni ¢1-minimalizace

min ||x|; vzhledem k y = R®Wx, (5)

kde y jsou méreni, je soucCasné s vysokou pravdépodobnosti nejridsi
mozné, pokud je pro R zvoleno

m>C-p?([®,W])-k-N-InN, (6)

pro né&jakou kladnou konstantu C.

@ Pocet méreni m zavisi na fidkosti k pouze linearné

o Dvojice ortobazi s koherenci -t pot¥ebuji pouze ¥adové k - In N

vV Ve \/N
mereni

@ Naopak, jak koherence roste, prestava to byt atraktivni a mifi to
k nesmyslnosti
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Vybér matice ¢

o Baze W je fixni, jak vybrat matici ®?
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Vybér matice ¢

o Baze W je fixni, jak vybrat matici ®?
@ Prevazuji ndhodné konstrukce (pokud to dovoluje podstata problému)

@ Ty jsou malo koherentni s téméF jakymkoliv deterministickym
slovnikem

@ Hlavné gaussovské a bernoulliovské matice, protoze maji vyhodné
vlastnosti
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Komprimované snimanf Simulace

Simulace — 1D signal fidky v DCT

@ uméle vytvoreny signal délky N = 256, fidkost v DCT k=1,...,128,
velikost koeficientl ndhodna

@ pocet méreni m=1,...,128, pomoci riznych ® a R

@ pro kazdou kombinaci 1000 méfeni a pokusli o rekonstrukci, pomoci
£1-minimalizace

@ za UspésSnou byla rekonstrukce povazovana pfi ||x — X|[2 < 0,05 - ||x|2
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Komprimované snimanf Simulace

7 z

Simulace — signal fidky v DCT: rlizné scénare snimani

R
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Komprimované snimanf Simulace

Simulace — 1D signal fidky v DCT

100 [

\ equispaced undersampling
EU N Y random undersampling
sl \ — — — gaussian matrix

\ \ — - — - bernoulli matrix

Original vector

\ |
70

60 - \

\ \
50f

40

30

20

reconstruction success probability [%]

1 0 L —
. . . . . 0 0.1 0.2
0 50 100 150 200 250

.
03 04 0.5
relative sparsity

Vlevo: Signél je vytvoren z k = 8 nenulovych DCT koeficientld. Ukazka
jedné realizace ndhodného podvzorkovani signalu, snimdno m = 25 vzorki
Poté vysledek rekonstrukce.

Vpravo: Vliv pouzitého druhu mérici matice @ na Gspésnost rekonstrukce
signalu (praméry).
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Komprimované snimani Simulace

Simulace — 1D signal fidky v bazi waveletd

@ podobné vytvoren signal v bazi ortogonalnich waveletl Daubechies
s kompaktnim nosi¢em

@ pribéh experimentu totozny

@ ilustra¢né s gaussovskym mérenim a Haarovym waveletem:

y R P v X
| .-II:- ....l'.Tl- I
T ol et s
i e R e
e | o PR I
LA |
IIIIIIII .5 I
ore S |
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Komprimované snimanf Simulace

Simulace — 1D signal fidky v bazi waveletd

100 —
N\ \ -
\ equispaced undersampling
EU \ — — — random undersampling
IS I \ gaussian matrix
= 80 |\ \ —~ b i .
Original vector 2 \ \ ernoulli matrix
3 70f \
o \" I 2 \ \
1 | o b
m ) | S 60 \
oledll AN Iy 4 B \
M il \l 8 s \
| | VY \ g \
05 | | E
. . 2 40t \
0 50 100 150 200 250 g ‘r‘\
Reconstruction via I1 S 30f \
7 \ \
05 1 T £ 20 \ \
L | I S \ |
: . | | \
op—t—a—iy Ay i ‘w‘h“ \\i nor N N \\\
N | i | 0 N S ‘ ‘
l 0 0.1 02 03 04 05
0 50 100 150 200 250 relative sparsity

Vlevo: Signél je vytvofen z k = 8 nenulovych koeficienti ortonormalni
baze Daubechies 3. Ukazka jedné realizace ndhodného podvzorkovani
signalu, poclet vzorkli m = 25.

Vpravo: Vliv pouzité mérici matice ® na Gspésnost rekonstrukce signalu
(prameéry).
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Stk camae
Single pixel camera — design

Low-cost, fast, sensitive
optical detection

Image encoded by DMD
and random basis

E A i
Funkéni vzorek ,jednopixelového fotoaparatu® (2006): Objekt je pres
Cocku zobrazen na pole mikrozrcatek, odraz je poté dalsi cockou
soustfedén na jednoduchy snimac, ze kterého se odebere hodnota jasu.
Zrcitka béhem ,foceni" mkrat ndhodné zméni konfiguraci.
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Single pixel camera — vysledky

655306 Pixels 65536 Pixels
1300 Measurements 3300 Measurements
(2%0) (5%0)

http://dsp.rice.edu/cscamera
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
CS v magnetické rezonanci

@ je jednou ze slibnych aplikacnich oblasti
o CS pomaha zrychlit méreni

@ (na dkor doby rekonstrukce signalu)
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Magneticka rezonance — zaklady

silnd magneticka pole

navrat do rovnovazného stavu je zachycen civkou

signal se snima pfimo v kmitoctové oblasti (k-space), tedy ® = F je
fixni Fourierova matice

@ jedno ,,méfeni" je tedy ziskani jednoho Fourierova koeficientu

@ MRI: po jaké draze se pohybujeme v k-prostoru uréuji gradientni pole
proménnd v Case

@ rekonstrukce je obvykle provadéna linedrnimi £»-technikami
(backprojection)

@ pri ekvidistantnim vzorkovani:

e rozliSeni obrazu je ddno Nyquistovym kmitoctem
e pokud nékteré vzorky chybéji, projevi se to aliasingem, rozmazanim. ..
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Magneticka rezonance — omezeni CS

Vyse uvedené by nas vedlo k myslence:

@ Pro¢ tedy nemérit ndhodné vzorky v k-prostoru? (pouzitim matice R)
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Magneticka rezonance — omezeni CS

Vyse uvedené by nas vedlo k myslence:

@ Pro¢ tedy nemérit ndhodné vzorky v k-prostoru? (pouzitim matice R)
Omezeni praktickych méreni:

@ trajektorie v k-prostoru neni libovolna (fyzikalni a fyziologické hranice)

@ mérici matice ® = F je fixni; tedy zvlast silny tlak na konstrukci
wredicich® bazi W
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MRI — simulace

@ Ovéreni CS ve zjednoduseném MRI scénéri

@ MR obrazek musi byt dost fidky v néjaké bazi!
e tento 128 x 128 obrazek je fidky v bazi Haarovych vinek
e vlevo: original, vpravo: prvni diference

(8344 nul) (15924 nul)
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MRI — simulace

Shepp-Logandv fantom 128 x 128 px (tj. 16 384 pixeld) byl preveden do
kmitoCtové oblasti a méreni byla simulovana tak, ze byly odebrany pouze
Fourierovy koeficienty odpovidajici masce (radialni ¢&i spiraini). Pocet
méreni byl cca 4 000.

Lineadrni a nelinearni (CS, OMP algoritmus) rekonstrukce jsou porovnany
na dalsim snimku
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Simulace — magneticka rezonance

Srovnani rekonstrukce

m
J

linearni, z radiélnich &ar CS-OMP, z radiélnich &ar CS-OMP, ze spiral

PSNR 19,7dB PSNR 294,7dB PSNR 291,9dB
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Aplikace CS v MRI

(zpracovano podle ¢lanku Lustig et. al., 2008)
@ rychla 3D-angiografie
e MRI mozku

@ dynamické snimani srdce
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Aplikace CS v MRI: Rychla 3D-angiografie

3D Cartesian
sampling configuration

nyquist sampling low-resolution linear
| 1 Fa

@ 10nasobné podvzorkovani! ( délat ndhodné Gsecky)
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Aplikace komprimovaného snimani v MR
Aplikace CS v MRI: Zobrazovani mozku

@ Obdobné jako u 3D-angiografie
o ale signdl je Fidky ve slozitéjsi bazi (wavelety), a je méné fidky

Druhy, treti, Ctvrty obrazek porizeny ze stejného mnozstvi vzork:

Nyquist low-res. i S
sampling sampling linear wavelet + TV
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Aplikace CS v MRI: Dynamické snimani srdce

@ k-t prostor
@ signal je ve 2D ¥idky v bazi waveletli a v ¢ase v harmonické bazi

Srovnani pro 7nasobné podvzorkovani (CS umoznilo 25 fps misto 3,6 fps):

linear CS

.

cross-section

time > —time —
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Co dal?
@ Spojity ¢as: prevodniky A/l (Analog-to-Information, Xampling)
@ Strukturovana fidkost — jesté vice apriori znalosti

@ Low-rank data completion (dopliiovani chybéjicich informaci, Netflix)

@ Spousta aplikaci
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Zaver

s s

e Jiny zplsob ,vzorkovani" (méfeni, snimani, measurements, sensing)

@ Méreni linearni, rekonstrukce nelinedrni

@ Vzorkovaci , kmitocet" je uréen koherenci snimaci a reprezentacni
baze a fidkosti signalu

@ Tedy za podminky Fidkosti vzorkovaci teorém nepotiebujeme;
maximalni kmitocCet je mimo hru

o Ridka rekonstrukce neni omezena na harmonické signaly

@ Rekonstrukce naro¢na na Cas i pamét, pouze pravdépodobné vysledky

e Podminky existuji vesmés postalujici (worst-case), praxe funguje
dobre
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Doporucend literatura pro orientaci v problematice

Cesky
o Hrbacek, Rajmic, Vesely, Spifik: Ridké reprezentace signalii: tivod do
problematiky, Elektrorevue, 2011
@ Hrbacek, Rajmic, Vesely, gpiFl’k: Ridké reprezentace signali:
komprimované snimani, Elektrorevue, 2011
Anglicky
@ Bruckstein, Donoho, Elad: From Sparse Solutions of Systems of

Equations to Sparse Modeling of Signals and Images, SIAM Review,
2009

@ Candés, Wakin: An Introduction to Compressive Sampling, IEEE
Signal Processing Magazine, March 2008

@ Lustig, Donoho, Santos, Pauly: Compressed Sensing MRI, IEEE
Signal Processing Magazine, March 2008.
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Zavérem
o Diky Radkovi Hrbackovi za provedeni simulaci a za vytvoreni obrazkii
@ Email rajmic[at]feec.vutbr.cz

@ Web http://www.utko.feec.vutbr.cz/~rajmic
@ SPLab web http://splab.cz
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Ve v
/avérem

o Diky Radkovi Hrbackovi za provedeni simulaci a za vytvoreni obrazkii
@ Email rajmic[at]feec.vutbr.cz

@ Web http://www.utko.feec.vutbr.cz/~rajmic

@ SPLab web http://splab.cz

Dékuji vam za pozornost.
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