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UVOD

Signaly s tzv. ridkou reprezentaci pritahuji pozornost odborniki jiz bezmaéla tiicet let, pri-
¢emyz hlavni vlna zajmu prisla kolem prelomu tisicileti. Pojem tidka reprezentace znamena,
ze dany signal je mozné vyjadrit presné ¢i velmi dobtfe aproximovat linearni kombinaci
velmi malého poctu vektort ze zvoleného reprezentacniho systému.

Historické koreny této tématické oblasti sahaji do pocatku 90.let 20.stoleti k ¢lan-
kam [55] 16], [77]. Paradoxné pusobi, ze posledni dva citované ¢lanky byly publikovany
autory, ktefi pracovali ve stejném tstavu na Stanfordové univerzité [32]. Zajem komunity
zpracovani signalti o tuto oblast v posledni dekadé zaziva srovnatelny boom jako zptisobil
v 80. a 90. letech objev vynikajicich vlastnosti vinkové transformace. Paralelné ovsem lze
vystopovat druhou vétev, kterou rozvijeji zejména statistici a védci z komunity strojo-
vého uceni a dolovani dat. Hlavni dosud znamé vysledky z teorie tidkych reprezentaci na
strané zpracovani signalt byly publikovany v letech 2000 az 2006, pricemz tahouny ob-
lasti jsou vesmeés kapacity, které jsou znamé jiz z pionyrské ¢innosti ve vyzkumu vinkové
transformace. Z literatury je zfejmé, zZe hlavni teoretické vysledky i prvni aplikace publiko-
vali vesmés matematici, coz lze jednoduse vysvétlit tim, Ze toto zaméreni vyzaduje dobré
znalosti hned v nékolika matematickych disciplinach soucasné — prolinaji se zde zejména
linearni algebra, funkcionalni analyza, teorie optimalizace a teorie pravdépodobnosti.

Aplikaci je dnes jiz nepreberné mnozstvi, s prevahou v oboru zpracovani obrazu (ne-
bot pfirozené obrazy maji obvykle velmi fidkou reprezentaci ve vlnkové transformaci).
Obecné lze tici, ze aplikace lze hledat vSude tam, kde je mozné signal Tidce vyjadrit at
uz v néjaké standardni“ bazi nebo v systému, ktery byl nalezen signalu ,na miru“. Za
nejatraktivnéjsi aplikaci rfidkych reprezentaci lze s jistotou oznacit tzv. komprimované
sniméani (compressed sensing) [13], O, 27, [38], 39, B3], které umoznilo obejit limity klasic-
kého shannonovského vzorkovani a vyznamné ovlivnilo i oblast teorie informace. Mezi
hlavni aplikace zde patii biomedicina [53], nové metody radiolokace [36], optimalizace
ekvalizace v bezdratovych OFDM kanalech [76], nebo korekéni kddovani v komunikacénich
technologiich [13].

Zajem o Tidké reprezentace se v posledni dobé castecné presunul také k tzv. nizko-
hodnostnim reprezentacim. To znamend, zZe signdl lze usporadat do matice, kterd méa
nizkou hodnost (presné ¢i priblizné) — takovych signalu je prekvapivé hodné. Aplikace
tohoto zamétreni sméruji k doplnovani chybéjicich idaji do datovych poli a predpovedi
volby zakaznika [12], ale i zpracovani videa, robustni analyze hlavnich komponent [I1],
hyperspektralnimu zobrazovani [40] ¢i zrychleni sniméni v magnetické rezonanci [61], 24].
Teoreticky aparat vsak zistava velmi podobny jako u ridkych reprezentaci.

V kapitole [1| zavedeme znaceni a uvedeme nékteré teoretické pasaze, které v textu bu-
dou pouzivany. Kapitola [2| pak pripomind nékteré vlastnosti bazi vektorovych prostort,
dilezité pro pochopeni néslednych konceptii, a rozsifuje pole pozornosti o redundantni
reprezentacni systémy, tzv. framy, ve kterych je mozné signaly reprezentovat. Kapitola
pak seznamuje se zaklady fidkych reprezentaci signalii, pricemz v kapitole [4] se vénujeme
komprimovanému sniméani na bazi fidkych a nizkohodnostnich reprezentaci. Kapitola
se vénuje zejména tzv. proximalnim algoritmim pro nalezeni pozadovanych reprezen-
taci/signalu.

Préce s timto tématem na bakalarském stupni je z divodt naroki na matematické
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zaklady ponékud omezend, nikoliv vSak nemozna. Na FEKT VUT v Brné mohou byt tato
skripta pouzita jako dopliujici studijni material pro kurzy BASS (Analyza signali a sou-
stav) a zejména BCZS (Cislicové zpracovani signalil), a dale pro talentované studenty pisici
bakalarskou préaci na toto téma. Na magisterském stupni jsou moznosti jiz Sirsi; kromé
diplomovych praci je mozné uzitek téchto skript ocekavat pro studenty kurzi vénovanych
zpracovani signall, obrazt — napi. MCSI (Cislicové zpracovani signalii), MZPR (Zpraco-
vani feci), MCAS (Cislicové zpracovani akustickych signalfl). Samozfejmé uplatnéni lezi
v oblasti ndvazného doktorského studia.

Autoti dékuji Vitézslavu Veselému, Radkovi Hrbackovi, Janu Spitikovi, Vaclavovi Ma-
chovi a Zdenkovi Priasovi za konzultace a pomoc s pripravou nékterych materiali.



1 ZNACENI A VYCHOZI ZNALOSTI

Pocet prvka mnoziny (tzv. kardinalitu) budeme znacéit stejné jako absolutni hodnotu; tj.
napr. [{—3,2,8,9} = 4.

Skalarni veli¢iny budeme znacit kurzivou, jako napt. m, N. Komplexni sdruzeni ¢isla
¢ bude oznacovano pruhem jako c.

Vektory budeme znacit tuénym fezem, jako x, y, ¢ atd. Kone¢nérozmérné vektory
uvazujeme sloupcové, pokud nebude feceno jinak. Predpokladame indexovani prvki vek-
tortt po¢inaje jednickou, tzn. x = [zy,...,2n] .

Definice 1.1. Nosicem wvektoru x myslime mnozinu jeho indexi, v nichZ md vektor ne-
nulové hodnoty. Tuto mnoZinu znacime supp(x). Tedy supp(x) = {i|x; # 0}.

Napf. pro signdl x = [21,...,25]" = [0,0,3,0,4,2,0,5]" mame supp(x) = {3,5,6,8} a
|supp(x)| = 4.

Matice znacime rovnéz tucné, ale velkym pismenem, jako napt. A, W. Jejich prvky pak
piislusnymi malymi pismeny, tj. a; j, ¥ ;. Rédek i matice A bude zastoupen symbolem a;.,
obdobné symbol a. ; bude zastupovat sloupec j. Symbol * znaci u matic tzv. hermitovskou
transpozici: A* je matice vznikla slozenim transpozice matice a komplexniho sdruzeni
kazdého jejiho prvku. Predevsim plati (AB)* = B*A*. Hodnost matice A budeme znacit
rank A a jadro linedrntho zobrazeni urceného matici A (tj. podprostor tvoreny vsSemi
resenimi homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = 0) budeme znacit ker A.

Operator vec(-) aplikovany na matici mé funkci preskladani vSech sloupct matice
postupné pod sebe do jediného vektoru. Obdobné pokud je aplikovan na vicerozmérny
tenzor.

Vektorové prostory budeme oznacovat jako V,RY C¥ atd. Viude budeme vektorové
prostory uvazovat jako neprazdné. Systémy generatoru vektorovych prostori (tedy véetné
bézi) budou oznacovany tuénymi verzédlkami B, E, F atd., I znadi jednotkovou matici.

Na radé obrazku je pouzita konvence zobrazovani prvkia matic a vektori barvou podle
jejich hodnoty (tzv. pseudobarevné schéma). NejCastéji je pouzito schéma ,jet“, kdy
tmavé modra barva reprezentuje nejnizsi hodnotu, tmaveé c¢ervena nejvyssi hodnotu a ¢isla
mezi nimi jsou postupné znazornény barevnym prechodem mezi témito dvéma barvami.

Viz napr. obr. [3.3| na strané 31]

1.1 Normy vektort, ridkost

Norma vektoru je cislo, které vyjadruje jeho ,velikost“. V inzenyrské praxi je zdaleka
nejcastéjsi normou norma eukleidovska, ale to neni pripad oblasti, které je vénovana tato
prace.
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Definice 1.2. {,-norma vektoru x € CV je definovdna jako

N 1/p
Ixll, = (z mva) o 1< p<oo
=1

N
1xll,, == S lwlP pro 0<p<l,

i=1
= max |z, (1.1)
[1x[lo := Isupp(x)] -

O normu se prisné vzato jedna pouze v pripadé 1 < p < oo. Pro zjednoduseni vsak bude
pro vSechna p pouzito jednotné oznaceni ¢,-norma.

Norma ||-||; pfedstavuje soucet absolutnich hodnot prvka vektoru (tj. ||x||; = >2; |2i)
a norma ||-||, pfedstavuje pocet nenulovych slozek vektoru. Pokud budeme pouzivat zjed-

nodusené oznacen{ ||-||, budeme tfm mit na mysli eukleidovskou normu ||x||, = />, ||,
Abychom si dokazali 1épe predstavit, jak se normy od sebe lisi, zobrazime jednotkové
koule ve smyslu jednotlivych norem.

Definice 1.3. Jednotkova koule BI])V v normé £, je definovdna jako

BY :={xe | x|, <1}. (1.2)

p

Tlustrace jednotkovych kouli v riznych norméach je na obrazku [I.1] jednotkové koule
v normé ¢, kopiruje osy soutadného systému (s vyjimkou pocatku).

By Bis Bi

.
\

B2 B2

dh
-

(d) (e)

Obrazek 1.1: Tlustrace hranic jednotkovych koul[(a)] B, [(b)] B3 5, [(c)| BY, [(d)] B3 a[(e)| BZ.
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Definice 1.4. Vektor x € CV nazveme k-fidkym (k-sparse), pokud plati
Ixl, < k. (1.3)

Tedy k-tidky vektor je takovy, ktery ma nejvyse k& nenulovych slozek. Relativni id-
kosti vektoru x délky N pak budeme rozumét pomér % Dale oznac¢ime ¥, = XY =
{x e CN||Ixll, < k} mnozinu vsech k-fidkych vektort délky N.

Redlné signaly ovsem nebyvaji fidké ve striktnim smyslu, tak jak jsme definovali vyse,
ale misto nulovych slozek obsahuji malé nenulové hodnoty. Proto je vhodné definovat
chybu aproximace tidkym vektorem:

Definice 1.5. Chyba nejlepsi aproximace vektoru x € CN k-ridkym vektorem v normé ¢,
(best k-term approximation error) je definovdna jako

ou(x)y i= ol (x), = inf, [x 2] (1.4)

k

Chyba tedy nemuze klesnout pod tuto hodnotu. Priklad: Pro x = [5,2,3] méame
o3(x)o = 1, 02(x); = 2 a 02(x)2 = 2. Pokud specidlné¢ mame k-tidky vektor x, pak
ok(x), bude jisté nulové pro jakékoliv p.

Pro T C {1,...,N} ozna¢ime x;y € CV vektor odvozeny z x € CV tak, Ze prvky
na pozicich patticich do mnoziny T zachovame a ostatni vynulujeme. Komplement T
ozna¢ime T¢ = {1,..., N} \T.

Jednoduchou tvahou lze dojit k tomu, zZe oy (x),, lze také vyjadrit jako p-normu vektoru,
ktery vznikne z x odstranénim k slozek s nejvétsi velikosti [38] [19]. Lze tedy psat také
ok(X)p = milpcqr, Ny, 7)<k HxTch. Vzhledem k tomu, Ze urceni chyby vzdy zavisi na
konkrétnim x, lze to povazovat za adaptivni zalezitost.

1.2 Normy matic

Také na matice lze aplikovat normy. Nejjednodussi je matici vektorizovat a pouzit na vy-
sledek normu pro vektory. Proto pokud v textu budeme aplikovat nékterou z vektorovych
norem na matici, bude se tim mit na mysli [|A|| := ||vec A||. Pfedpoklddame A € R™*"2
pripadné A € C™*™ neboli matice o n; fadcich a ny sloupcich.

Definice 1.6. Frobeniova norma matice A je definovina jako ||Ally = |vecAll, =
\/ > Zj ‘aij‘z-

Frobeniova norma je nejbéznéjsi maticovou normou; jde o energii prvki matice A.
Existuji také normy matic, které nelze vyjadrit pouzitim vektorovych norem. Takovym
prikladem normy je tzv. nukledrni norma matice, zndma téz pod nékolika dalsimi nazvy.
Pro jeji zavedeni nyni uvazujme singularni rozklad (SVD) matice A, zndmy z linedrni
algebry:

n
A = ZO’[UZVT = UEV*, (15)

=1
kde n = min{n;,ns} je mensi z rozméra matice, déle oy > o9 > ... > 0, > 0 jsou
singularni ¢isla matice A, ¥ = diag(o;) a u; € R™,v; € R™ jsou prislusné levé a pravé
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singularni vektory, které tvoti sloupce unitarni matice U, resp. V. Singularni ¢isla jsou
odmocninami vlastnich ¢isel symetrickych a pozitivné semidefinitnich matic AA* a A*A.
Je zndmym faktem, ze A ma hodnost rank A = r pravé tehdy, kdyz vektor o = o(A)
singuldrnich ¢isel je r-fidky, tj. plati rank A = || (A)]l,.

Definice 1.7. Nuklearni normu definujeme jako {1-normu singuldrnich cisel, tj.
ALl = llo(A)], = > _a (1.6)
1=1

Absolutni hodnotu u o; neni tfeba psat, nebof singularni ¢isla jsou vzdy nezaporna.
Jako posledni uvedeme tzv. spektralni maticovou normu, ktera je definovana pomoci
eukleidovské (vektorové) normy.

Definice 1.8. Spektralni (operatorova) norma matice je definovina jako

||AX||2

xeCN  x#0 ||XH2 .

A=A, =

(1.7)

Lze ukézat, ze ||Al|, = max(o;) = ||o(A)]|

[een

1.3 Pseudoinverze (Moore-Penroseova)

Definice 1.9. Matice pseudoinverzni A™ k matici A je takovd, pro kterou plati:

e AATA=A

e ATAAT = A"

o (AAT)" = AAT
e (ATA)"=ATA.

Tedy se jednéd o zobecnéni inverze matice na vSechny matice: AATx = x. Zobecnéni
by mohlo byt nekoneéné mnoho [4], avsak jmenované podminky zajistuji jedinecnou volbu:
Resime-li systém linedrnich rovnic Ax = b, ktery je nedourceny (méné linedrné nezavis-
Iych podminek nez prvki vektoru x), pak A™b je mezi vSemi FeSenimi to s nejnizsi energii
(nejmensi eukleidovskou normou); pokud je systém naopak preurceny, Feseni neexistuje,
b lezi mimo prostor generovany sloupci A, a AA*b m4 tu vlastnost, Ze mé ze vSech Ax
nejblize k b ve smyslu euklidovské normy. To odpovida aproximaci pri metodé nejmensich
¢tverct.

Predeviim lze ukézat, ze plati A* = A*(AA*)", coz v pifpadé plné fadkové hod-
nosti A prechéazi v

At = A*(AA")L (1.8)

1.4 Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni forma urc¢ena matici A je souc¢in y*Ax, kde rozmeéry soucinitelit museji byt kom-
patibilni. Lze zapsat y*Ax = (A*y)*x. Hermitovsky transponovand matice A* je jedind
s touto vlastnosti a nazyva se také (maticovym) operdtorem adjungovanym k operatoru A.
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Obrazek 1.2: Ilustrace uc¢inku linearnich zobrazeni. Jedna se o aplikaci ti riiznych matic
typu 3x3, které realizuji zobrazeni R? — R3. Modrou barvou jsou vykresleny vektory na
povrchu jednotkové koule. Cervené, cerné a zelené obarvené vektory jsou pifslusné vektory
po aplikovani matic. Usetkami jsou zvyraznény hlavni poloosy ¢erného elipsoidu.

Pokud je A ¢tvercova, pak vyraz x*Ax nazyvame kvadratickou formou. Je znamo, ze
v pripadé symetrie A = A* jsou jeji vlastni cisla redlna. Usporadame-li je \; < --- < A,
tak plati
A = miin A\ = ”1)3‘1511 x*Ax < ﬁf{i—}i X*Ax = max i = A\ (1.9)
Kdyz tedy bereme A za matici transformace, pak znamena, ze jednotkova kruznice
(||x]| = 1) se pti transformaci zméni na (hyper)elipsoid s maximélni poloosou dlouhou
pravé A, a minimalni poloosou dlouhou pravé A\;. Hlavni osy takového elipsoidu kore-
sponduji s vlastnimi vektory A. Viz ilustrac¢ni obrazek
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2 BAZE A FRAMY

Reprezentace signaltt pomoci nedourc¢enych systémii linearnich rovnic patii k modernim
smérum ve zpracovani signalti. V nedourcenych systémech existuje vice neznamych nez
linearnich vztahti mezi nimi, proto reprezentace signalu neni jednoznac¢né urcena, a tudiz
je mozné (a vhodné) hledat takovou reprezentaci, kterd je z néjakého pohledu optimalni.
Dnes je velka pozornost vénovana algoritmim, které mezi vSemi hledaji tzv. ridkou repre-
zentaci signdlu, tzn. takovou, zZe signal je v néjakém systému urcen pouze nékolika malo
prvky. Takovym reprezentacim je vénovana i tato prace.

Uéelem této kapitoly je ale nejprve ujasnit poznatky tykajici se reprezentacnich sys-
tému. Pripomeneme dulezité pojmy (vektorovy prostor, baze, skaldrni soucin) a vlastnosti,
ze kterych budeme vychézet. Pak budeme diskutovat redundantni reprezentacni systémy
— framy — a uvedeme nékolik jejich prikladi véetné konstrukce tzv. dudlnich systémii.
Nakonec je uvedena kategorizace fram.

2.1 Vektorovy prostor konecné dimenze

Vektorovy prostor (VP) je algebraicka struktura spliujici zndmé axiomy [73]. Prvky vek-
torového prostoru jsou vektory. Dimenze vektorového prostoru bude v této ¢asti konecné
¢islo 0 < n € N, v casti budeme pracovat s koneé¢nymi mnozinami vektort. Zavedeme
konvenci, ze takovou mnozinu lze ztotoznit s matici, ktera vznikne sefazenim vektoria do
jejich sloupci. Symbol pro oboji bude shodny.

2.1.1 Generatory vektorového prostoru

Systém generatoru vektorového prostoru V je podmozina vektort E ve V| ktera jej gene-
ruje, ¢imz se rozumi, ze kazdy vektor x € V je néjakou (zde kone¢nou) linearni kombinaci
generatorti. Generatori V muze byt i vice nez je dimenze n, a pak vektor x € V lze
napsat jako vzajemné rizné linedrni kombinace, a tak jeden a tentyz vektor mize mit
vice reprezentaci. Tomu fikdme nedourcenost. Pokud x lze v systému jeho generdtorii
E = {e;,e,...,e,} zapsat jako

X = ci€e1 + ey + ... + e, = Ec, (2.1)

pak skalarim ¢; fikame souradnice x v E. Ve vztahu se objevuje zapis Ec, coz je
nasobeni vektoru ¢ = [cy,. .., ¢,] " matici E vzniklou sefazenim sloupcti e; vedle sebe. To
koresponduje s nejbéznéjsim, tzv. aditivnim, zptisobem modelovani signalu, kdy signal x
je povazovan za superpozici (linedrni kombinaci) diléich signalu:

i=1

Zdiraznujeme, ze i-ty koeficient odpovida i-tému sloupci matice E. Tuto skutecnost zuzit-
kujeme v dalsich kapitolach.

Jako priklady nejobvyklejsich vektorovych prostorti koneéné dimenze uvedme n-tice
realnych ¢i komplexnich ¢isel, R™ a C™.

15
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Vektorové prostory mohou byt opatfeny normou (kterd néds informuje o ,velikosti“
vektort) a skaldrnim soucinem (méri ,ihel“ mezi dvéma vektory). Pak mluvime o nor-
movanych prostorech, resp. o prostorech s vnitinim sou¢inem (tzv. unitarni prostory)

[73]. Casto se norma zavadi tzv. indukované pomoci skalarniho soucinu: [|x| = /(x,x).
Prostor CV s vektory tvaru x = [z1,...,2x|" nejéastéji doplitujeme o skaldrni soucin
N
(xy) =Y @i =y'x (2.3)
i=1

a indukovanou normu

N
2 *
Il o= Il = | D fal” = Vxrx. (2:4)
i=1

Pro vektorové prostory vektort realnych cisel je v predchozich vztazich nadbyteéné kom-
plexni sdruzeni.

2.1.2 Baze vektorového prostoru

Badzi vektorového prostoru se rozumi minimélni systém jeho generatorii. Je to mnozina
linedrné nezdvislych vektorl, jejichz linearni kombinaci lze dosahnout na libovolny vektor
v uvazovaném VP. V kone¢nérozmérném prostoru dimenze N je bazi kazdd mnozina
obsahujici N linearné nezavislych vektoru. Je-li B = {by,..., by} bézi, pak kazdy prvek
x € V Ize vyjadrit pomoci jednoznacnich souradnic ¢; v oné bazi jako

N
X = Z Cibi = Bec. (25)

=1

Ma-li jeden prostor vice bazi, potom vSechny maji stejny pocet generujicich vektort.

Ortogonalni a ortonormalni baze

Nejsnadnéji se pracuje s bazemi ortogondlnimi a ortonormdlnimi. Ortogonalni baze je
takovd, kdy pro libovolné dva vektory z bédze B = {by,...,b,} plati

Tedy vSechny dvojice bazovych vektorii jsou na sebe kolmé. V ortonormalni bazi navic
k plati pro vsechny jeji prvky ||b;|| = 1, neboli B* = B~!. Napiiklad, pokud definu-
jeme x; = (1,0)7, x5 = (0,2)7, pak tyto dva vektory tvoif ortogonalni bazi v R?. Vektory
X1 a %Xg tvori ortonormalni bazi.

Dalsfm piikladem miiZe byt napiiklad prostor R% s bazi zalozenou na DCT — diskrétni
kosinové transformaci [68], kde je skaldrni soucin definovan dle (2.3). V takto definované
bazi se vyjadiuji bloky obrazu 8x8 pixell, jako je tomu u obrazového komprimacniho
standardu JPEG [81], viz obr. [2.1]
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Obrazek 2.1: Sedesatétyti prvki DCT ortogondlni baze prostoru R¥*®| obréazek prevzat

z [57].

Dvojice biortogonalnich a biortonormalnich bazi

Méjme dvé ruzné béze E = {ey,...,ex} a F = {f},... fy} ve stejném vektorovém
prostoru. Rikadme, zZe jsou navzajem biortogondlni, pokud splnuji podminku
1 proi =y,
tedi) =1, L (2.7)
Pro @ # j

neboli F*E = I. Tedy neni pozadovano, aby dvojice vektori z E byly na sebe kolmé,
a podobné pro F, ale kazdy vektor z E musi byt kolmy na vSechny vektory z F vyjma
jediného. Existuji i baze biortonormdlni. Ty samoziejmé navic musi splnovat podminku
le;|l = ||f;]| = 1 pro vSechna 1, j.

2.1.3 Framy

Béazi v konecnérozmérném prostoru V tvori linearné nezavislé vektory, jejichz pocet je
roven dimenzi prosotru. Pokud je pocet generatortt vyssi nez dimenze, mizeme stale re-
prezentovat jakykoliv vektor ve VP (koneénym souctem typu (2.1))), generdtory viak jiz
budou nutné linedrné zavislé. Takovou mnozinu vektorti nazyvame frame, nebo presnéji
(konecny) frame ve V. Tento pojem poprvé definoval clanek [30]. Uvedend nadbytecnost
Vyjédfeni muze byt pro reprezentaci signélu i Vyhodou Fra,my jsou méné omezené nei
metody a riziko numerické nestability.

Nyni uvedeme definici framu, poté bude nésledovat nékolik technickych poznédmek a
po ném geometricka interpretace definice, coz je pro pochopeni konceptu velmi dilezité.

Definice 2.1. MnoZina (nejuyse spocetnd) vektori {@;}.o v prostoru V v ném tvori
frame, pokud ezistuji konstanty 0 < A < B < oo takové, Ze plati

Alx|]* < Y [(x.gp)l* < Bx|*, vx € V. (2.8)

kel
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Prvky framu ¢, se obvykle nazyvaji atomy. Konstanty A, B se nazyvaji mezemi framu.
Optimalni dolni mez pak definujeme jako supremum ze vSech dolnich mezi a optimalni
horni jako infinimum z hornich mezi.

Pokud systém {¢,.},; generuje V, nemusi to jesté nutné znamenat, ze ve V tvoif

frame — napf. systém {(1, 0),(0,1), (O f) (O, %) . } jisté generuje R?, ale konstanta

B je nekonecnd, protoze vyraz Y |(x,0,) 7 = |z1]” + |z - 22, + nekonverguje. Tedy

frame neni pouhym zobecnénim baze, kde linearni nezavislost byla prosté vypusténa.
Pokud ovsem uvazujeme v pripadé prostoru dimenze N mnozinu I konec¢nou, I =

{1,...,m}, m > N, pak i B je konecné ¢islo, coz lze snadno vyvodit pouzitim Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti [I8, kap. 1]:
< 2 _ 2 2
Dol ™ < D Mol %7, vxeV. (2.9)
k=1 k=1

Co se tyce dolni meze, A > 0 splnujici existuje, pokud {¢,},-, generuje V. Pokud
by totiz nastala situace, ze nejvétsi ze vsech A je nulové, znamenalo by to, ze ve V existuje
néjaké x # 0 takové, ze suma v je nulova, tudiz x by bylo kolmé na cely prostor
generovany {¢}.p, coz je spor. Lze dokazat, Ze to plati i obrdcené.

Kazda koneéna mnozina vektori je frame pro jeho linearni obal. Také plati, ze v ko-
necné dimenzi z kazdého framu lze vybrat béazi [17, 18]

Podivejme se nyni, co vyjadiuje vyraz Y |(x, (]bk v (2.8)). Skaldrnf soucin (x,¢,,) lze
prepsat jako ¢ x, a to znamenad, Ze lze posloupnost {(x,¢,)}r zapsat jako ®*x. Matice ®
obsahuje ¢, jako své sloupce a adjungovana matice ®* je jednoznacné urcena. Na zdkladé

toho tedy zapiseme
> [(x,0,)° = (B*x)*P*x = X" PD*x, (2.10)
k

coz je kvadratickd forma urcend symetrickou matici S = ®®*. Tak mizeme definici (2.8)
prepsat do tvaru

A<x*®P*x < B pro viechna x € V takovd, ze [|x]| = 1. (2.11)

Srovnénim se vztahem ((1.9)) ihned vidime, Ze optimélni dolni mez A je rovna nejmensimu
vlastnimu cislu ®P* a optimalni horni mez B tomu nejvétsimu. Ekvivalentné miizeme
psat
HT H Hz < B pro vsechna nenulovd x € V, (2.12)
Xll2

coz interpretujeme tak, ze operator ®* deformuje eukleidovskou jednotkovou kouli ve V
na elipsoid s maximélni poloosou délky v/A a minimélni poloosou délky v/B. Viz také
souvislost s operatorovou normou z definice

Framy, pro které plati A = B, nazyvame tésné. Taz rovnost plati i pro ortogonalni baze
se shodné velkymi prvky, takze z tohoto pohledu jsou (mozna prekvapivé) rovnocenné,
coz mj. prinasi jednu obrovskou vyhodu oproti framim, které tésné nejsou. K tomu se
vratime v ¢asti 2141

Na obr. vidime frame {¢,, @y, ¢3} v R% Na prvni pohled je patrné, Ze vektory
¢, ¢, tvori ortonormalni bazi a vektor ¢4 je jejich linedrni kombinaci. Jako dalsi priklad
miize slouzit tzv. Mercedes-Benz frame v R?, ktery zapiseme ve formé matice takto:

@:(? —V3/2 \/§/2>. (2.13)

—-1/2  —1/2
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Obrazek 2.2: Priklad framu (Cervené) a jeho dudlniho framu v R? (modre).

A
1 d)l = (031)
1y
| S
_V3 V3
2 2
11
2
by = (7?7,%) 3 = <§ _%)

Obrazek 2.3: Mercedes-Benz frame.

Je to tésny frame (viz vypocet v ¢asti[2.3) a jeho grafické zndzornéni je vidét na obr. 2.3|

Klasickym ptikladem béze pro prostor CV posloupnosti (diskrétnich signéli) délky N
je fourierovska ortonormélni baze {e,}n , kde ey, je signal (vektor) obsahujici prvky

1 .
#RIN T pro 0 =0,...,N — 1.

o

Lze ukdzat [I8, ¢ast1.3], 7e pro m > N, preparametrizovany systém {f,}7"}, kde f;
odpovida ﬁeﬂ”“/m pro ¢ = 0,...,N — 1, tvoif v CV frame, ktery je dokonce tésny
s A = B = 1. Z inzenyrského pohledu to znamena, ze se jednd o harmonické signaly,
jejichz kmitoc¢ty ovsem nemusi byt celoc¢iselnymi nésobky.
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2.1.4 Dualita framu a bazi

Jiz uvedend biortogonalita tizce souvisi s konceptem tzv. duality vektorovych prostori
[73]. Necht je dan frame E = {ey,...,e,} pro prostor V dimenze N < m. Tedy jeden
konkrétni vektor z V mtze byt vyjadren nekone¢nym mnozstvim kombinaci x = 3, crex,
a to proto, Ze vektory framu jsou nutné linearné zavislé. Frame F = {f}, ... £, }, generujici
stejny prostor se nazyva dudlni k E, pokud pro kazdé x € V plati, ze

x =Y (xf)e,=> (x.er) i (2.14)
k k
neboli x = EF*x = FE*x.

Podminka je nutna a postacujici k tomu, aby dudlni frame existoval. Dudlnich
frami k E ale muze byt vice.[] Pouze jeden dualni frame F vSak ma vlastnost, ze po-
sloupnost tzv. framovych koeficienti (soutadnic) {cj}rer ma mezi vSemi posloupnostmi
spliiujicimi x = Y ¢xf), minimalni energii (tj. normu (2.4)) pro jakékoliv x. Nazyva se
kanonicky dudlni frame k E a lze ukazat, ze je definovan pomoci vztahu

f, =S le, (2.15)

neboli F = S7'E, kde tzv. framovyj operdtor S je definovany tak, ze Sx = 3 (x,es) e [18,
¢ast 1.1]. V konecnérozmérném piipadé lze tento operator ztotoznit s matici S = EE*.

Ze vztahu (2.14)) plyne, Ze soufadnice ¢; vektoru v primérnim framu hleddme pomoci
dudlntho: (x,f;) = ¢, a naopak: (x,e;) = di, neboli F*x = ¢ a E*x = d. Toto je velmi
dilezité z hlediska zpracovani signalu.

Priklad dualniho framu vidime na obrazku . Cervené vektory ¢, ¢, ¢ tvori pu-
vodni frame v R? a modré vektory ¢,, @5, ¢ tvori k ptivodnimu framu frame kanonicky
dudlni.

Kanonicky dualni frame je mozné vytvorit za pouziti Moore-Penroseovy pseudoinverze

[2]. Vyjdeme z vlastnosti (1.8]):
E* = E*(EE*) ", (2.16)

kde E je ptuvodni frame — tedy matice plné radkové hodnosti. Z definice framového ope-
ratoru muzeme rovnici (2.16|) upravit na tvar

Et =E*S™". (2.17)

Toto pouze dale upravime pomoci hermitovské transpozice a dostaneme tak ekvivalenci

s definici (2.15):
(EY) = (B'S7") =S'E=F. (2.18)

Hledani dualniho framu, tedy zde hledani inverze S, muze byt casto naro¢nou tlohou,
at uz z divodu $patné podminénosti matice nebo kvli jejim velkym rozmértim. V pripadé
tésngjch framu, pro které mame A = B, lze ukazét, Ze S je diagonalni matice (operétor),
S = AI, ¢imz se situace podstatné zjednodusuje, nebot dudlni frame (je jediny) vznikne
z primarniho pouze preskalovanim: f;, = e /A. Proto se vénuje zna¢né usili hledani praveé
tésnych framt v riiznych prostorech.

Lve skute¢nosti jakmile existuji dva, pak je jich nekoneénd mnoho
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Vyse uvedené zakonitosti lze samoziejmé prenést i na pripad N = m, tedy necht E
je nyn{ bazi. Pak pro bdzi dudlni F plati ([2.14), tj. {fi} = {S7'e;} je jedind dudlni
baze. Ta je zaroven biortogonalni k E, jak 1ze snadno ukazat. Zaroven z vyplyva, ze
ortonormalni baze je specialnim pripadem, kdy je biortogonalni sama k sobé: plati totiz
E* = E7! a diky tomu EE* =1, a tedy E = F.

2.2 Vektorovy prostor nekonecné dimenze

V aplikacich se sice obvykle pracuje jen v koneénérozmérnych prostorech (ackoliv vysoké
dimenze), ale pro lepsi souvislosti a upozornéni na rozdily na tomto misté uvadime struéné
pojednani o prostorech nekonecné dimenze.

Jakmile prejdeme do prostort nekonecnych (at uz spocetnych nebo ne), platnost né-
kterych dosud samoziejmych a prirozenych zalezitosti pomiji. Tyka se to zejména otazek
na konvergenci rad typu

x= > cfy, (2.19)

pricemz aby vse fungovalo obdobné jako v konec¢né dimenzi, pozadujeme nepodminénou
(unconditional) konvergenci, kdy soucet nezavisi na poradi s¢itanci. Konvergenci fady
typu pritom chapeme tak, ze ‘X— Zsz_N ckka — 0 pro N — oo. Vzhledem
k tomu, ze na nékteré vektory x lze ,dosahnout® pouze pomoci skuteéné nekonecného
poctu séitancl v (napf¥. obdélnikovéa funkce ve fourierovské bazi), do hry vstupuje
také pojem uzdvér mnoziny (priddnim limit konvergentnich posloupnosti).

V souladu s vétsinou literatury budeme nadale pracovat se separabilnim Hilbertovym
prostorem, pro ktery vyhradime symbol H, a ktery méa tyto vlastnosti:

e unitarnost — v prostoru je definovany skalarni souc¢in, ktery na ném indukuje normu

a z ni odvozenou metriku,

e uplnost — kazda cauchyovska posloupnost vektori je konvergentni k prvku z tohoto

prostoru; limita ,nevybihd“ z prostoru ven,

e separabilnost — prostor obsahuje alespon jednu nejvyse spocetnou podmnozinu, ktera

je schopna generovat podprostor husty v puvodnim prostoru (jeho uzavér je celé H).

Pojem bdze narazi na linearni nezavislost, kterou lze obtizné definovat pro nekonecné
mnoho vektori. Pojem linedrni nezavislosti je proto zde potieba preformulovat: mnozina
{fx}72_ ., bude povazovana za linearné nezavislou, pokud kazd4 jeji konecnd podmnozina
bude linearné nezavisla.

Byly definovany rizné typy bézi, nejcastéji se pracuje s tzv. Schauderovou, coz je
podmnozina vektorového prostoru takova, ze kazdy vektor f lze ve tvaru vyjadrit
pouze jedinym zptusobem [82]. Tzv. Riezsovu bazi v H lze definovat tak, ze vznikne jako
transformace ortonormélni béze (ta je vzdy Schauderova) pomoci jakéhokoliv bijektiv-
ntho ohrani¢eného operatoru, jehoZ inverze je téz ohranicend [25], kde ohranifenost je
ekvivalentni s jeho spojitosti.

Definice frame v nekoneéné dimenzi je shodné s az na to, ze prvkd v mnoziné I
je nyni spoc¢etné mnoho. Lze ukazat, ze kazda Rieszova baze H tvori v H frame. V obec-
ném pripadé vsak existence koneénych 0 < A < B neni zajiSténa. Nerovnost 0 < A
pfitom znamena, Ze tzv. analyzujici (diskretizacni) operator T*: H — (*(Z), definovany
T*x = {(x,f) }x, je bijektivni se spojitou inverzi [18]. Nerovnost B < oo lze zase interpre-
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Obrazek 2.4: Vinka Daubechies 2 jakozto materska funkce ¢ (modfe) a funkce z ni
odvozena dilataci s @ = 1/2 a posunem s b = 2 (Cervené). Jsou navzajem ortogonalni.

tovat jako spojitost linearniho operatoru 7™, coz je zde ekvivalentni s jeho ohranic¢enosti.
Poznamenejme, ze operdator T nyni prevzal roli matice ®* z textu vyse.

Znamym prikladem uplného separabilniho Hilbertova prostoru nekoneéné dimenze je
prostor funkei (analogovych signalii) s konecnou energii L?(R) [73]. Definujeme jej jako

L2(R) = {f : ,//O:O|f(t)|2dt < oo}, (2.20)

kde f je komplexni funkce redlné proménné (presnéji ztotoznujeme funkce, které se rovnaji
skoro vsude, protoze jinak by uvedeny integral nebyl normou). Skaldrni souc¢in funkei

(vektort) f a g je definovan jako (f,g) = [°5 f(¢)g(t)dt a indukovanad norma || f|, =
[° 1 f(t)*dt je timérna energii signalu.

Podprostor v L?(IR) tvoif funkce, které maji omezené kmitoctové spektrum Fourierovy
transformace. Lze ukazat, ze pokud spektrum signalu f mé nejvyssi kmitocet wyay, ma
tento prostor PW,, . (tzv. Paley-Wieneruv) ortonormalni bazi {sinc(2wmax® — k) }32_ o+
kde je definovano sinc(x) = sin(rz)/mx [18, ¢ast 3.8]. To koresponduje se notoricky zna-
mym postupem rekonstrukce signélu z jeho vzorki, pokud ty byly porizeny tzv. idealnim
vzorkovanim s kmitoc¢tem vysSSim nez 2wpax.

Systémy generatorit pro prostory nekonecné dimenze jsou casto stavény systematicky,
na principu dilatace a translace. Pro L?(R) napf. existuji ,mateiské® funkce 1 € L*(R),
ze kterych jsou odvozeny ostatni funkce ve formé |a|7% Y (%) Parametr b koresponduje
s posunutim v ¢ase a a odpovida zméné méritka. Tento koncept je nazyvan mnohomé-
ritkova analyza (MRA) [54], protoze signal je mozné vyjadrit jako soucet dil¢ich signéla,
které maji svij zaklad v riznych méritkach, tak jak je to zndmé z vinkové (waveletové)
transformace, kde a, b jsou vhodné diskretizovany, aby vytvorily frame, biortogonalni ¢i
dokonce ortonormalni bazi [54] 25], [66] Piiklad dvou ortogonalnich bazovych vinkovych
funkef je na obrazku [2.4]

Obdobné systémy pro L?(R) existuji v asové-kmitoc¢tovém pojeti signali, kde jsou
prvky framu konstruovdny za pomoci translace a modulace fixni funkce g € L? (R). Soubor
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U% M

Obrazek 2.5: Ukazka nékolika atomit Gaborova framu slozeného z posunutych a modu-
lovanych B-splinii. Zobrazena je redlna ¢ast. B-splinova okénkova funkce g je modre.

takovychto funkei _
{2 (2 — na) ez (2.21)

pro zvolené dvé hodnoty a a b se nazyva Gaboriv (¢i gaborovsky) systém, podle D. Gabora,
ktery se jako prvni vénoval jejich matematické analyze. V kontextu zpracovani signélt
se lze také casto setkat s pojmem krdtkodobd Fourierova analyjza Ci transformace, pod
zkratkou STFT.

Motivaci pro zavedeni systému tohoto typu je fakt, ze klasickd Fourierova transformace
pracuje s harmonickymi funkcemi, které maji globdlni dosah — jeden vyznamny koeficient
ovlivni podobu celého signalu. To vsak neodpovida tomu, jak funguje lidské vnimani zvuki
— zjednodusené, clovék vnima jejich kmitoc¢tovou strukturu, ale tu dokaze zaroven umistit
v Case [44]. Napodobit tento zptisob potom prirozené znamend analyzovat casové lokdlni
spektra signalu. Odtud prameni pojem casove-kmitoctovd reprezentace.

Zékladni otdzkou je, jak zvolit funkci ¢ € L*(R) a parametry translace a modulace
a, b tak, aby Gaboruv systém tvotil frame v prostoru L*(R). Touto problematikou
se zabyvala a zabyva fada praci [37] a dodnes neni tato otdzka vycerpavajicim zpusobem
vyTesena. Zcela obecné plati pouze nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.2 ([18]). Necht a,b >0 a g € L* (R). Gaborovskyj systém

{ej27rmbacg(x . na)}m,nez

maiZe byt frame pro L? (R), pouze pokud plati ab < 1. Pokud je tento systém framem pro
L? (R) a plati ab =1, pak je tento systém dokonce Rieszovou bdzi.

Pokud je gaborovsky systém frame, pak je mozné kazdy signdl rekonstruovat z jeho
Casove-kmitoc¢tovych koeficienttt. Casto se vSak Gaborova transformace pouzivé pouze
pro tcely analyzy signalu. Gaborovy koeficienty tvori mrizkovou strukturu, coz umoznuje
casové-kmitoctovy obsah signalu vizualizovat v podobé tzv. spektrogramu, coz je dvojroz-
mérné pole modultt Gaborovych koeficienti a jako takové se obvykle zobrazuje formou
obrazku s nepravymi barvami, viz napt. obr. |3.1]

Dalsim prikladem nekonecnérozmérného prostoru je prostor T-periodickych funkei
s konecnou energii na jedné periodé, kde klasicka fourierovska teorie pracuje s ortogo-
nalni bazi ot

exp <Jk‘;> pro k € Z. (2.22)
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Obrazek 2.6: Piiklady bazovych posloupnosti v £2(Z). Jsou to posloupnosti vychazejic
z mnohoméritkové analyzy (MRA) s pouzitim vinky s oznacenim sym3. V ramci pevného
méritka J (v obr. odpovida jednomu podgrafu) jsou ortogonélni vSechna posunuti vyob-
razenych posloupnosti o 27k, k € Z. Navic kazd4 takova posloupnost z jednoho méfitka
je ortogonalni vici jakékoliv v jiném meéritku.

Signal 1ze rozvinout do Fourierovy fady f(t) = > ez ck €Xp (jk%), kde koeficienty (sou-
radnice) ¢, ziskdme (v teorii) ,snadno® diky ortogonalité béaze.

Dosud jsme mluvili o prostorech definovanych na realné ose ¢i jejim intervalu. Béznym
piikladem Hilbertova prostoru spocetné dimenze je £%(Z). Jedna se o diskrétni signaly
(posloupnosti) s konecnou energii [73], kam spadaji vsechny signaly

X=[..,x_1,%0,%1,,...], x; €C, Z |zi|” < o0 (2.23)

i=—00

a kde skalarni soucin je definovan vztahem

(xy)= > 2% (2.24)
Tzv. kanonickd baze v tomto prostoru je [...,0,0,1,0,0,...]7, coz je systém posouvanych

vvvvvv

podoby vlnek, viz obr.

Diskrétni obrazové signaly lze povazovat za vektory z prostoru ¢*(Z x Z). Na obr.
je ukazka nékolika malo bazovych vektorti tohoto Hilbertova prostoru, kde ovSem
omezujeme nosic¢ na velikost obrazku.

V oblasti zpracovani obrazu bylo v posledni dekadé ¢i dvou vyvinuto mnoho novych
transformaci, které casto dostavaji jména podle charakteru svych funkei a povétsinou
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Obrazek 2.7: Nékolik prvki biortogonalni béze pro R!Z*12 (obrazek). Byla pouZita
vinka s oznacenim bior4.4, jinym oznacenim CDF9/7 (Cohen, Daubechies, Feauveau),
kterda se vyuzivd v kompresnim formatu JPEG2000 [79] a jinych [74]. Pro zvyraznéni
pribéhu je pouzita neprava barevna skala ,jet“ z MATLABu, pro kazdy obrazek zvlast.

vychazeji z myslenek vinkové transformace. Je to napriklad diskrétni curveletovd trans-
formace [7], ktera dokaze ¥idce reprezentovat obrazy s vyraznymi hranami, viz priklad na
obr.

Dalsi diskrétni transformaci pro reprezentaci obrazu pomoci tésnych framu je nepod-
vzorkovand contourletovd transformace [22]. Tato transformace se zaméruje predevsim na
reprezentaci hran (kontur) v obraze. Priklad jejich funkei je na obr.

Jako treti alternativu uvadime transformaci shearlet [46], 52, [41], kterd se v posledni
dobé tési nejvétsimu zajmu pro jednoduchost konstrukce a vlastnosti pro zpracovani ob-
razu.

200

220
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260 /

280

300

320
200 220 240 260 280 300 320

Obrazek 2.8: Piiklad jednoho diskrétniho ,matetrského curveletu, prevzato z [7].
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Obrazek 2.9: Nékolik bazovych funkei contourletové transformace, prevzato z [22].
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Obrazek 2.10: Nékolik bazovych funkci biortogonalni vinky s oznacenim bior2.4. Na
prvnim obréazku je nékolik vektorii vinkové baze pro L*(R), jejiz prvky nejsou vzdjemnd
ortogonalni. Na druhém je jind béze tohoto prostoru, rovnéz neni ortogonalni. Avsak
kterykoliv vektor z baze v jednom obrazku je ortogonalni ke kazdému vektoru z druhého,
vyjma jediného, viz rovnici (2.7).
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2.3 Kategorizace frami

Framy muzeme rozdeélit do skupin podle jejich vlastnosti, jichz lze vyuzit i pri konkrétnich
aplikacich. Pti rozdéleni vychézime predevsim z definice .

Pokud A = B, pak takovy frame nazyvame tésny (tight). Napf. vyse zminovany
Mercedes-Benz frame uvedeny ve vztahu je tésny a lze jednoduse spocitat, ze jeho
optimalni meze jsou A = B = 3/2:

3 V3 1 V3

Z X ¢k = ’.CCQ|2 + |—2£C1 + ‘—2513'2 71‘1 -+

k=1 ; (2.25)
1 3 3

¥ |-gme| =S8+ ad) = Il

Zvlastnim pripadem je pak tzv. 1-tésny frame, ktery se ¢asto nazyva Parsevaliv (tésny)
frame, kdy plati dokonce A = B = 1. Dalsi skupinou jsou framy, pro néz plati, ze vSechny
jejich prvky maji stejnou normu (Equal-norm frames — ENF), 1,7 € 1.
Unitarni framy (Unit-norm frames — UNF) jsou pak framy, v nichZ maji vSechny prvky
normu rovnou 1, ||@;|| = 1,7 € I. Viz obr. Poznamenejme, Ze uvedena kategorizace
je spise zakladni, rozhodné neni vycerpavajici [80, [17].

Vsechny framy

Obrazek 2.11: Diagram rozdéleni framti. ENF: Equal norm frames, TF: Tight frames,
ENTF: Equal-norm tight frames, UNF: Unit-norm frames, PTF: Parseval tight frames,
UNTF: Unit-norm tight frames, ENPTF: Equal norm Parseval tight frames, ONB: Orto-
normdlni baze [15].
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3 RIDKE REPREZENTACE SIGNALU

Mezi nekone¢né mnoha fesenimi nedourcenych systémii linearnich rovnic hraji zvlastni roli
ta, kterda maji co nejvice neznamych soucasné nulovych (tzv. ridka feseni), a to z divodi
usnadnéni interpretace dat, snadné a silné komprese, mnozstvi dalsich aplikaci a rovnéz
z pohledu numerické stability.

Cast [3.1] ma za kol motivovat predpoklad ¥dkosti u signalt. V ¢dsti[3.2 formalizujeme
zékladni tlohu a diskutujeme podminky pro jednoznacénost ifdkého feseni. Cést pak
mluvi o konvexni aproximaci zakladni tlohy:.

3.1 Ridkost signalt

V této ¢asti uvedeme nékolik prikladii, které maji za kol zdivodnit pouzitelnost ridkych
reprezentaci v praxi.

Na obrazku vidime spektrogramy hudebnich signali. Je ziejmé, ze prevazna cast
gaborovskych koeficientii je na trovni —40dB ¢i méné, coz jsou hodnoty témér nulové
¢i zanedbatelné viuci ostatnim, vyznamnym koeficientum. Déale obrézek ukazuje obra-
zovy signal o velikosti 256 x256 pixeli, ktery je rozlozen na vinkové koeficienty (ortogo-
nalni transformaci), poté jsou koeficienty sefazeny podle velikosti. Pro ucely rekonstrukce
obrazu je ponechano pouze 7% nejvyznamnéjsich koeficientt, zbytek je nahrazen nulami.
Je evidentni, ze rozdil mezi origindlem a rekonstrukei je az prekvapivé maly.

Podstatnou informaci o signalu tedy v uvedenych ukazkach nese pouze zlomek koefici-
ent1, a to plati u rady realnych signéli. Nekoresponduje to vSak exaktné s pojetim ridkosti,
jak byla definovdna vztahem (1.3)), tedy jako pocet nenulovych koeficienti. V nasich pii-
kladech je totiz vétsina signalovych koeficientii sice zanedbatelnych, nicméné nenulovych.
7 toho diivodu se pracuje také s pojmem aproximativni ridkost ¢i kompresibilita signalu
[19]. Véagni, ale postacujici charakterizace takového signalu y € RY je, 7e y = Ax + €,
pricemz ||ell, < |yl a [|x|l, < N, tedy Ze signél lze az na malou chybu reprezentovat
rfidkou linearni kombinaci sloupcii A.

3.2 Ridka reseni systému linearnich rovnic

Ukolem je fesit obvyklou soustavu linearnich rovnic Ax =y, ovSem s tim, Ze nezndmy a

.....

nulovych slozek. Tedy jde o tuto tlohu:

argmin ||x|lo vzhledemk Ax =y, (PO)

kde zndme vektor y € C™ (pozorovani, méfent, signdl) a matici A € C™* ktera definuje

linearni zobrazeni. Zde predpokladame pouze pripady, kdy m < N, resp. m < N, a A je
plné hodnosti (fadkové). lustrativni schéma tdlohy je na obr. [3.3]

Matice A se nejcastéji nazyva slovnik (dictionary), pricemz se sloupce matice nazyvaji
atomy (atoms). MizZeme se setkat i s ndzvem reprezentacni systém nebo mérici matice
(measurement matrix), pri¢emz posledni z vyrazu povazujeme za zavadéjici, coz bude jesté
oziejmeno v kapitole[d] vénované komprimovanému snimani. Matice A v této kapitole bude

29
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Positive-frequency DGT coefficients

Positive-frequency DGT coefficients

Frequency (Hz)
Frequency (Hz)

-50

’ Time (s) ’ Time (s)

(a) Signdl ,,Glockenspiel“ (zvonkohra). Zde je evi- (b) Signal poprockové hudby. Obsahuje vyrazné
dentni harmonické struktura signalu, jsou zde vi- nizké kmitocty, ale soucasné jsou patrné udery Ci-
dét i vyssi harmonické a nastup kazdého ténu. neld a zpévova linka.

Obrazek 3.1: Spektrogramy uryvka hudebnich signali. Vyobrazeni jsou ziskana redun-
dantni Gaborovou transformaci. ,,Prazdny“ prostor na konci signélu je dan vypocetnimi
naroky DGT na délitelnost délky okna, poc¢tu kanali a délky signélu.
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Obrazek 3.2: Ridkost obrazu ve vlnkové transformaci. Originél a jeho vinkové koeficienty
nalevo, oriznuté koeficienty a rekonstrukce z nich napravo.
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Obrazek 3.3: Schéma nedourceného systému rovnic Ax = y. Vektor x obsahuje pouze
nekolik nenulovych prvki (soufadnic), a tedy pozorovany vektor y je linedrni kombinaci
pouze nékolika mélo sloupcti matice A.

obsahovat po sloupcich jednotlivé vektory z reprezentac¢ni baze nebo framu (viz kap. ,
a odpovidajici vektor x bude obsahovat souradnice téchto vektori pro signal y.

Vsechna x, kterd splnuji Ax =y, nazyvame pripustnd feSeni (pripustné reprezentace
vektoru y). Z linearni algebry je zndmo, ze za vySe uvedenych podminek na matici A je
pripustnych reseni nekonec¢né mnoho a tvori afinni prostor. V nasledujicim se budeme mj.
zabyvat pozadavky kladenymi na matici A a na tidkost x, které zaru¢i moznost ,ridké
rekonstrukce® (sparse recovery) puvodniho x z y.

Na tomto misté je vhodné zdiraznit, ze pozadavek tidkosti odpovida pouze poctu
nenulovych prvkia ve vektoru; nezahrnuje v sobé informaci o pozicich téchto prvka ani
o zadnych vztazich (napf. korelacich) mezi nimi. Koncept tzv. strukturované ridkosti [50),
51] se snazi zahrnout tyto dalsi predpoklady, ¢asto blizsi praxi.

3.2.1 Jednoduché priklady

Mé¢jme soustavu dvou linearnich rovnic

4
5x1+212+x3:4

(3.1)
! + ! + 7
—T —T9 T3 =
5 2 ’
ktera je vizualizovdna na obrazku (modra resp. Cervend plocha). Resenim této
soustavy je pfimka v roviné x3 = 0 urcend rovnici xy = 2 — %xl (znézornéna sytou

¢ervenou). Soustava ma dvé Teseni o fidkosti £ = 1, kterd jsou vyznacena modrymi body
([0,2,0] a [5,0,0]).
Malou tpravou koeficientti v soustavé (3.1)) ziskdme odliSnou soustavu, zobrazenou na

obréazku (3.4(b)f

2I1+2I2+l’3:4

7 +z P (3.2)
25[}1 233'2 Tr3 = (.
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Tato soustava mé opét nekonecné mnoho feseni (primka z3 = 0, zo = 2 — x7), dvé
z nich jsou 1-ridké ([0,2,0] a [2,0,0]). Na prvni pohled se soustavy a lisi jen
zanedbatelné, v Casti se vSak ukédze zasadni rozdil, ktery mezi nimi je.

Posledni priklad soustavy rovnic je

Ty + X9+ 23 = 1
1 (3.3)

5371 + EIQ +$3 = 5

Ta m4 pouze jediné Fesenf s Fdkosti 1: 1,0, 0], viz obr. 3.4(c)|
Je snadné si predstavit, ze drobnd zména koeficient v (3.3)) (na levé ¢i pravé strané)
povede k tomu, ze budou existovat pouze 2-fidka a 3-fidka reseni. Tato ivaha prirozené
vede k aproximacni tloze, kde splnéni pozadavku Ax = y neni striktni, ale povoli se mala
odchylka:
argmin ||x|o vzhledem k ||Ax —y]|, <4, (P0J)
X

kde nejcastéji uvazujeme p = 2. Tento typ tlohy se obvykle objevuje v ptripadech, kdy je
signal pod vlivem Sumu ¢i chyb méteni, protoze to v signalu miize zptsobit odchyleni od
presného reseni.

3.2.2 Postacujici podminky pro jednoznacnost resSeni

Do cestiny tézko prelozitelny pojem spark (doslova jiskra) je dilezitou vlastnosti pro
rozhodovani o existenci a vlastnostech reseni.

Definice 3.1 ([28]). Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi pocet sloupcii matice A,
které jsou linedrne zdvislé. Formdlné

spark(A) = min ||z, . (3.4)
z#0
Kuprikladu, vezméme matici
1 0 01
A=1{0 20 4 (3.5)
00 3 3
Pro ni plati spark(A;) = 4, zatimco pro
1001 10011
A, =10 2 0 4], A;=10 2 0 4 4 (3.6)
00 30 00 3 01
mame spark(A,) = spark(As) = 3.

Pro nenulovou matici A € C™¥, kde m < N, plati spark(A) € {2,...,m+ 1},
pricemz hodnoty 2 je dosazeno, kdyz jeden sloupec je primo nasobkem jiného. Cim mensi
spark je, tim 1idsi musi vektor x byt, aby byla zajisténa jedinec¢nost tohoto reSeni.

Tvrzeni 3.2 ([6]). Pokud md soustava Ax = b reseni x spliujici

k(A
Iy < PR 57)

//////
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(a) Vizualizace soustavy se dvéma 1-fidkymi feSenimi. Piimka moz-
nych reseni se protina s osami ve dvou bodech.
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(b) Vizualizace soustavy (3.2)) se dvéma 1-fidkymi FeSenimi. Pfimka moz-
nych feseni protind osy ve dvou bodech, ptficemz thel, ktery svird s osami
x1 a xo je w/4.

25

(¢) Vizualizace soustavy (3.3) s jedinym 1-Fidkym FeSenim.

Obrazek 3.4: Vizualizace soustav linedrnich rovnic v R?* — nadroviny pfipustnych feSeni
a Tidka Teseni.
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Jaky je disledek tohoto tvrzeni? Pokud se podari nalézt (jakymkoliv zptisobem!) Feseni
s kardinalitou vyhovujici , pak vime, Ze zaroven bylo nalezeno feseni puvodniho
problému (P0). Bohuzel nalezen{ spark(A) je srovnatelné vypocetné narocné jako feSent
problému , proto je nutné hledat jednodussi zpiisob ovéreni jedinec¢nosti feseni. Navic,

.....

reseni nespliujici (3.7)).

Definice 3.3 ([6]). Vzdjemn4 koherence (mutual coherence) matice A je definovina jako
nejuétsi absolutni normalizovany skaldrni soucin dvou ruznych sloupci matice A,

(A) o (3:8)
ol = max T T :
1<ik< N, [laglly - [lagll,
iFk

kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A.

Pomoci vzajemné koherence muzeme zjistit ,miru linearni zavislosti“ mezi riznymi
sloupci matice. Jediné unitarni matice ma koherenci nulovou, nebot jeji sloupce jsou po
dvou ortogonalni a tedy citatel v je roven nule. Zde vsak uvazujeme pouze pripady
m < N a pro matice m x N plné hodnosti vzdy dle [38] plati

<wuA) <1, (3.9)

pfi¢emz nalevo je rovnosti dosazeno pro tzv. grassmanovské framy [75]. V pfipadé matic
rozméru 100x200 tedy mame g > 0,071.

Tvrzeni 3.4 ([6]). Pro libovolnou matici A plati

spark(A) > 1+ u(lA) (3.10)

Ohranicenim spark(A) dostaneme tvrzeni podobné |3.2

Tvrzeni 3.5 ([6]). Pokud md soustava Ax = b 7eseni x splnujici

1 1

pak x je nutné nejridsi mozné a je jediné takové. Navic toto reSeni lze dosdhnout (-
minimalizaci (ta je osvétlena v édsti[3.5).

Cenou za jednodussi vypocet je tedy silnéjsi nerovnost. Blizi-li se koherence nule, prava
strana roste nad vSechny meze, avSsak naopak pokud koherence se blizi jedné, prava
strana jde k jedné. Je tedy prirozené, ze existuje snaha hledat a pouzivat maximalné
nekoherentni slovniky (tj. ty, které maji co nejnizsi koherenci).

Jednoduse lze ukazat, ze pokud u(A) > 1/3, nerovnost vnucuje podminku
pro feseni s kardinalitou pouze 1. Vratme se k prikladu s grassmanovskymi framy: pro
né dle bude platit pii volbé rozméru matice 100 x 200, ze nalezneme-li Teseni x

.....

vySe maji vzdjemnou koherenci ptiblizné p(A;) = 0,785, u(Asq) = 0,970, pu(Asz) = 0,971.
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3.2.3 Vypocetni slozitost problému (P0)

Predpokladejme, ze plati spark(A) > 2kg a existuje néjaké ko-idké feseni soustavy; tedy
presného Teseni, nezbyva nez projit vsech (g ) kombinaci podmnozin sloupcii matice. To
odpovida NP-slozitosti, coz v praxi, kde N je vysoké ¢islo, neni prijatelné a vypocetni cas
by se se soucasnou technikou pocital v tydnech, mésicich ¢i rocich [6]. Cheeme-li vysledek
v rozumném case, nezbyva nez sménit rychlost za riziko iibytku presnosti. Aproximativni
metody miuzeme zhruba rozdélit do dvou skupin podle principu, na kterém se zakladaji,
vice viz kapitolu [5}

3.3 /4 relaxace

(Pseudo)norma ¢y neni konvexni funkce a tudiz neni mozné pro problém pouzit
zéadnou z fady metod a algoritmi konvexni optimalizace (konvexniho programovani), které
jsou dnes k dispozici [5].

Protoze ale normy £, jsou konvexni pro p > 1, viz obr. [L.I, nabizi se otdzka, zda by
nebylo mozné vyuzit ,nejblizsi“ konvexni normu, tj. ¢1, k alespon ptibliznému, ale ¢asove
dosazitelnému feSeni problému (P0). Tedy Fesit tlohu

argmin ||x|; vzhledemk Ax=y. (P1)

Odpovéd je prekvapivé piiznivd, v nékterych piipadech se feseni tloh (P0)) a (P1) shoduji.
Dokonce si ukazeme, ze takovych pripadu je vlastné ,vétsina“. V pritomnosti zasuménych
dat je odpovidajici ilohou

argmin ||x||; vzhledem k ||Ax —yl|2 <, (P10)

tedy povoluje se odchylka vlivem Sumu/nepfesnosti. Problém je znam pod zkratkou
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). Je vhodné upozornit, ze
puvodni tloha [77] byla formulovéna sice odlisné, nicméné ekvivalentné.

3.3.1 Podminky ekvivalence reseni /)- a /;-minimalizace

Obr. ilustruje fesen{ tlohy miny ||x||, vzhledem k Ax =y v prostoru R?, postupné
pro p = 0;0,5; 1; 2. Pripustna feseni reprezentuje ¢ervena primka. Z obrazku je patrné, ze
feseni problému a je shodné. Reseni v pifpadé, kdy pouzijeme eukleidovskou
normu, p = 2, je vsak odlisné (jedna se o eseni s minimalni energii, coz m4 tizkou spojitost
s metodou nejmensich ¢étvercti a Moore-Penroseovou pseudoinverzi).

Na vizualizacich v obrézcich [3.6(a)| az [3.6(c)| jsou vidét vzdy dvé rtzné mnoziny pii-
pustnych feSeni Ax = y v prostoru R% Dvé matice soustav A byly zvoleny tak, aby
pripustna feseni byla charakterizovana primkami

3

1 — TO$2 = —30, (312)

resp.
1 — Tg = 50, (313)
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(a) (b) (c)

Obrazek 3.5: Vrstevnice norem @ L, @ Y5, (1 a @ {5 a jejich dotyk s nadrovinou
urcenou soustavou Ax = y. Koule v normé ¢, zlistava vlastné stejna, nebot nezavisi na
velikosti nenulovych prvk.

pri¢emz se provadi postupné ¢s-, ¢1- a fo-minimalizace. Velikost normy pro vektory
[x1,29] je zde vykreslena jako tfeti soufadnice. Mnoziny pripustnych feseni a pribéh
prislusnych norem vidime jako ¢ervenou , resp. modrou caru.

Obrézek mimo jiné vysvétluje, kdy ¢;-minimalizace mtize selhat v hledani rid-
kého teseni. Modré primka pripustnych feseni je zde rovnobézna s hranou jed-
notkové kruznice normy ¢; a tedy existuje nekonecné mnoho feseni s minimalni normou,
pricemz ovsem jenom ty ,krajni® jsou ridké.

Vizualizace ilustruje normu ¢, a stejné dvé ulohy. Nalezené feseni nebude nikdy
ridké. Proto se fo-minimalizace (kterd je vypocetné velice snadné) nehodi pro rekonstrukei
ridkych signéli.

Vratime-li se v podobném duchu k systému , z jeho ilustrace na obr. je
patrné, ze f;-optimalizace zarucené povede i k f; minimu. Naopak prezentujici
soustavu (3.2)) ukazuje, ze ¢1-optimalizace mize nalézt i neridké reseni (zalezi na pouzitém
algoritmu).

Mnoho praci se zabyvalo a stale zabyva nalezenim podminek, které zajistuji ekvivalenci
problémi a . Jako priklad uvedme, ze v ¢lanku [43] je dokézano, Ze vyse uvedend
podminka na fidkost Tfeseni zarucuje dokonce, ze takovéto reseni nalezneme /-
minimalizaci.

V dalsim textu uvedeme nékolik dalsich podminek, které se vztahuji na matici A a na
miru ridkosti vektoru x.

NSP — vlastnost nulového prostoru

Definice 3.6 ([38]). Rekneme, Ze matice A € C™N md vlastnost nulového prostoru
(Null Space Property, NSP) rddu k s konstantou v € (0,1), pokud plati

I72lly < 5 llmzell; (3.14)
pro vsechny mnoziny T C {1,...,N}, |T| <k a pro vsechny vektory m € ker A.

Splnéni NSP zajistuje pro libovolny vektor z jadra ker(A), ze v ném bude ¢;-norma
koncentrovana v ,malém poctu“ prvki. Na prvni pohled je vidét, ze ovéreni NSP neni
jednoduché.
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10—
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norem: @ lo s, @ ly, {5 a Teseni dvou odlisnych soustav
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NSP zajistuje, ze k-tidké TeSeni je jednoznacné a je mozné jej nalézt ¢;-minimalizaci
[28, [43]. Nasledujici tvrzeni déva horni odhad chyby i v ostatnich pripadech:

Tvrzeni 3.7 ([38]). Necht matice A € C™ N spliiuje NSP fddu k s konstantou v € (0, 1).
Necht x € CV, y = Ax a x* € CV je feseni (1-minimalizace a necht ox(x), je chyba
nejlepsi aproximace X k-ridkym vektorem v £1 norme. Potom

2(1+7)

_x* <
=3 < S

1 (X)1. (3.15)

Pokud za splnéni predpokladi tvrzeni existuje néjaké nejvyse k-ridké reseni soustavy
y = Ax, pak 0j(x); = 0 a nula na pravé strané rovnice vynuti x = x*, nebot ||x — x*||; =
0. To znamend, ze ono tidké Teseni nalezneme i ¢;-optimalizaci.

Zéroven také plati naopak, ze pokud je mozné ze soustavy Ax = y rekonstruovat
vsechny k-tidké vektory x pomoci ¢;-minimalizace, pak matice A splnuje NSP radu k
s néjakou (jinou) konstantou v € (0,1) [19]. NSP s vétsi z téchto dvou konstant je tak
ekvivalentni ¥idké ¢;-rekonstrukei [38].

RIP — vlastnost zeslabené isometrie

Viastnost zeslabené isometrie (Restricted Isometry Property, RIP) nabizi oproti NSP vy-
pocetné prijatelnéjsi alternativu, ktera je navic stabilni i pod vlivem sumu.

Definice 3.8 ([38]). Konstanta omezené isometrie &, matice A € C™N je nejmensi céislo
takové, Ze plati

(1—=06p) <

2 < (14 6) (3.16)

pro vsechny nenulové vektory z € LY = {X e CM||Ix[l, < k} Rekneme, Ze matice A
splniuje RIP vddu k s konstantou d, pokud §x € (0,1).

Pripomenme, Ze isometrie znamen4, ze linearni zobrazeni zachovava délku vektort ne-
boli je unitarni. Zeslabeni (restrikce) v pripadé je dvoji: jednak se omezujeme pouze
na vSechny podmatice A o nejvyse k sloupcich, a jednak nepozadujeme presnou isometrii,
ale povolujeme malou odchylku §; — jednoduse feceno, vsechny takové podmatice museji
byt priblizné ortogonalni.

Je nutné do definice RIP zahrnout vsechny podmatice o maximalné k sloupcich, pro-
toze obecné dopredu nevime, které prvky vektoru x budou nenulové a tedy nevime, které
sloupce matice A se podileji na signélu y.

Podobné jako u NSP lze urcit i u RIP chybu aproximace ¢; minimalizaci. Stejné tak
lze nalézt vztah mezi RIP a NSP.

Tvrzeni 3.9 ([38]). Necht A € C™N spliiuje RIP tddu K = k + h s konstantou 6 €
(0,1). Pak A splriuje NSP radu k s konstantou

E 1+ 0k
— 2. _ 1
¥ h1sn (3.17)
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Zvolime-li v tomto tvrzeni h = 2k, pak nam vyjde, ze RIP s konstantou ds3; zarucuje
splnéni NSP tadu £ s konstantou v = ?wi—gg:. Tudiz 03, < 1/3 zarucuje v < 1 a podle
tvrzeni je v takovém pripadé pro vsechny k-tidké vektory bezchybna rekonstrukce
signalu pomoci ¢;-technik zarucena.

Nyni sledujme jednoduchou tdvahu [19, [14], kterou uvadime pred predstavenim nékolika
podminek pro feseni, které vyuzivaji vlastnost RIP: Predpokladejme, Ze matice A spliuje
RIP fadu 2k s konstantou dqf € (0, 1). Predpoklddejme déle, ze soustava y = Ax mé dvé
k-tidké Teseni, kterd oznacime x; a x. Je ziejmé, Ze vektor (x; — X2) mé ridkost nejvyse
2k a tedy mél by vyhovovat nerovnici

|A(x1 — %)/

[[x1 —X2||§

(1—09) <

< (1 + o) - (3.18)

Dostévame se vSak do sporu s faktem, ze A(x; — x2) = 0 (protoze obé Teseni musi vyho-
vovat puvodni rovnici), coz celkové znamend, ze Teseni fidkosti k za uvedenych podminek
musi byt jediné.

To samo vSak jesté nezarucuje, ze toto feseni bude mozné nalézt ,rozumnymi* pro-
stredky, s prijatelnou vypocetni narocnosti a numerickou presnosti. Nasledujici tvrzeni
proto uvadéji silnéjsi podminky a ohranic¢uji shora odchylku resSeni.

Tvrzeni 3.10 ([38]). Necht A € C™N spliiuje RIP tddu 3k s konstantou ds, < 5. Pro
x € CV, necht y = Ax a x* € CV je reseni (1-minimalizace. Pak

O'k(X)l
\/E )

kde C' je konstanta (kterou zde neuvddime) zdvisejici pouze na Os.

Ix = x|, <C

(3.19)

Jiny odhad uvadi [14]:
Tvrzeni 3.11. Necht A splnuje RIP radu 2k s konstantou o, < V2 —1~0,4142. Pak

Ix — x|, < Ca’ff/};l (3.20)
a
[x — x|, < Cox(x) (3.21)

pro nejakou konstantu C'.

Nésledujici tvrzeni specifikuje vlastnosti feseni v pfipadé Sumu (Sumem se zde mysli
ruseni signalu jakékoliv typu, neni zde omezeni pouze feknéme na bily Sum).

Tvrzeni 3.12 ([38]). Predpokldidejme, Ze matice A € C™N vyhovuje RIP vddu 2k s kon-

stantou
2
3+4,/7/4

Ndsledujici plati pro vsechna x € CN. Necht méreni jsou zatiZend sumem:y = AX + e,
lell, <€, x* je resenim dlohy

dor < ~ 0,4627.

argmin ||z||, wvzhledem k ||Az —yl, <e. (3.22)
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Potom
O (X) 1

Vi

pro kladné konstanty Cy, Cy zdvisejici pouze na dop.

[x —x"[l, < G + Che (3.23)

Stoji za povsimnuti, ze celkovd chyba je velmi prosté rozdélena na c¢ast, jez zavisi
na tidkosti, a ¢ast podminénou energii ruseni. V ¢lanku [14] lze najit priklad: v pripadé
dor = 1/4 jsou tyto konstanty C; < 5,5 a Cy < 6.

3.3.2 Matice vyhovujici RIP

7, predchoziho vime, jaké pozadavky jsou kladeny na matici A, aby byla zarucena ridka
resitelnost tlohy. V této chvili by nds mohlo zajimat, jak vypadaji konkrétni matice, které
vyhovuji RIP.

V prvé fadé, dosud se nikomu nepodarilo zkonstruovat deterministické matice, které by
spliiovaly RIP s pfedem definovanymi parametry. Jinak je to ale s maticemi, které vznikaji
za prispéni nahody. Lze ukéazat, ze matice splnujici RIP jsou s vysokou pravdépodobnosti
napt. ty, které vzniknou ndhodnym vybérem m tadka, pricemz

m>C-k-In(N/k), (3.24)

z téchto N x N matic [14], kde C' je opét vhodna konstanta:

e (Gaussovské matice, tj. matice, jejichz prvky jsou nezavisle generovany z normadl-
nitho rozdéleni se stredni hodnotou 0 a rozptylem 1/m. O téchto maticich vime,
ze splnuji RIP radu k£ s konstantou o s pravdépodobnosti 1 — 4, kdyz se voli
m > c- 6 2(kIn(N/k) +In(1/9)).

e Bernoulliovské matice, kde kazdy prvek je ndhodnou veli¢inou nabyvajici +1/y/m
se stejnou pravdépodobnosti[] O téchto maticich plati obdobné zévéry jako u gaus-
sovskych matic.

Matice Gaussova nebo Bernoulliho typu spadaji do obecnéjsi kategorie tzv. sub-gaussov-
skych rozdéleni, kterda maji ojedinélou vyhodu, a sice jejich rekonstrukéni schopnosti jsou
invariantni vii¢i unitarni transformaci, coz bude napt. s vyhodou vyuzito v kapitole o kom-
primovaném snimani.

Podminku RIP, i kdyz s vétsimi naroky na pocet radki m, splnuji také cdstecné nd-
hodné Fourierovy matice (partial random Fourier matrices). Ty vznikaji tak, ze z de-
terministické unitarni matice DFT rozméru N x N vybereme ndhodné pouze m radkiu
(to odpovidd ndhodné vybranym kmitoctim). Presnéji, bylo ukdzéno [38, 69], Zze ta-
kové matice ,s vysokou pravdépodobnosti® splnuji RIP s konstantou ¢ za podminky
m > C62kIn® k1n(N).

3.4 Uceni slovniku
Dosud jsme pracovali s predpokladem, ze reprezentacni slovnik je fixni, predem dany.

Takovymi slovniky muze byt libovolny zastupce béazi ¢i frami, kterym byla vénovana ka-
pitola [2l Pfirozenou otazkou je, zda by bylo mozné pro urcitou kategorii signali slovnik

LV &eské literatuie se toto rozdéleni obvykle oznacuje jako alternativni.
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ratura vénovana podobnym otazkam se do znacné miry prolina s oblastmi matematické
statistiky [31], strojového uceni a dolovani dat (data-mining) [47].

Co se tyka samotného uceni slovniku (dictionary learning), mezi nejéastéji vyuzivané
algoritmy patii MOD (method of directions) [34] 35] a zejména rtizné varianty algoritmu
K-SVD [1} 82], ktery je zobecnénim algoritmu K-means, znamého z oblasti strojové kla-
sifikace.



42

FEKT Vysokého uceni technického v Brné




4 KOMPRIMOVANE SNIMANi

Tato kapitola se vénuje tzv. komprimovanému snimani (compressed sensing, compressive
sampling), coZ je jedna z dulezitych, pravdépodobné nejatraktivnéjsi, aplikaci v oblasti
ridkych reprezentaci signali. Myslenka tohoto pristupu spociva v neadaptivnim snimani
signalu jen tolika ,vzorky“, kolik je jich skutecné potieba. Teoretické zazemi je obsahuje
Cést a numerické experimenty jsou v ¢asti [4.3]

V predchozi kapitole bylo cilem nalezeni ¢i aproximovani tzv. fidkého feseni soustavy
linearnich rovnic, kterd modeluje signél, ¢ili

min |Ix|lo vzhledem k Ax=1y. (PO)

Jak se ukaze pozdéji, v iloze komprimovaného snimani bude mit matice A specialni tvar.

4.1 Klasické vzorkovani

Revidujme na tomto misté kratce, jak je vzorkovani klasicky chapano.

Predstavme si, ze mame k dispozici vzorky signalu se spojitym casem. Jak z nich re-
konstruujeme ptuvodni signdl? Je ziejmé, ze bez dodatecné informace o charakteru signélu
to je nemozné.

Shannon, Whittaker, Nyquist, Kotelnikov, Raabe, Someya a dalsi nezavisle na sobé
objevili, ze pokud signél vzorkujeme tak, Ze

fVZ > 2fmax; (41)

kde fmax je nejvyssi nenulovy kmitocet obsazeny v signalu, pak je mozné (v teorii) pu-
vodni signal presné rekonstruovat z jeho vzorki, a to jednoduchou interpolaci mezi vzorky
pomoci funkce sinc. Pokud uvedend podminka neni splnéna, neni zaruc¢ena presna rekon-
strukce a hrozi efekt prekryvani spekter, nazyvany aliasing.

Pro moznost rekonstrukece je tedy potteba o signalu mit néjakou apriorni informaci,
v uvedeném ptipadé je to jeho omezené spektrum. Lze vzorkovaci kmitocet stlacit nize,
pokud bychom o signalu védeéli jesté néco vice? Ano, dalsi pomérné znamé poucka rika, ze
pokud signal ma spektrum rozkladajici se pouze na intervalu (fi, f»), pak pro rekonstrukce
bude dostacovat odebrat vzorky kmitoctem spliujicim

o 2k
n—1 n’

> fou > (4.2)
pokud takové vhodné celé n existuje. Rekonstrukce se provede opét interpolaci.

Tyto znalosti nas ujistuji, ze vzorkl je mozné odebrat tim méné, ¢im vice o signalu
vime. V dalsim ukazeme, ze apriorni vlastnost mize byt praveé ridkost a ze mnozstvi vzorki
muze jesté klesnout, pokud upustime od tradi¢niho pojeti vzorku jako hodnoty signalu se
spojitym ¢asem v nekonecné kratkém okamziku (konvoluce s Diracovym impulzem).

Ackoliv prace ohledné komprimovaného snimani signalt se spojitym casem existuji
[58,59], my se budeme zabyvat pouze signdly diskrétnimi, kde tedy ptjde o volnou analogii

k operaci podvzorkovdni. Pro tu samoziejmé plati stejné zakonitosti jako ve vyse uvedenych
prikladech.

43
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4.2 Komprimované snimani

Obvykly zptsob komprimovani dat byl az doneddvna tento: nasbirat vsechna data (tj. cely
signal), provést vhodnou transformaci, vyhodnotit ziskané koeficienty a vétsinu z nich ne-
vyuzit (,,vyhodit®), protoze z néjakého divodu nesou méalo informace. Naptiklad v kom-
presnim formatu JPEG tomu odpovidé ziskani hodnot vsech pixelu fotografie (feknéme 10
miliont), provedeni dvojrozmérné diskrétni kosinové transformace — DCT — a kvantovani
vzniklych koeficient. Ponechani pouze k koeficientu (nejcastéji se jednd o ty s nejvétsi
velikosti) a zakédovani pouze jejich pozice/indexu a velikosti tak vlastné odpovidé adap-
tivnimu pristupu k signalu, ktery tzce souvisi s chybou nejlepsi aproximace, viz vztah
(T:4). Uspéch tohoto pifstupu je umoznén pravé tim, ze k uréitému typu signalu (tfeba
fotografie) je mozné nalézt takovou reprezentaci (zde DCT po blocich), ve které je signal
ridky nebo priblizné ridky.

Komprimované snimdni (compressed sensing, compressive sampling, CS) prichazi s ji-
nou strategii: za predpokladu tidkosti ve vhodné reprezentaci rovnou snimat signal line-
arné a neadaptivné, a to pouze tolikrat, kolik je skutec¢né trebal

Signal tedy predpokladame ridky v néjakém slovniku (po vzoru [14] se omezime pouze
na ortonormélni béze). Bézi oznac¢ime ¥ a tedy signdl z ma vyjadreni z = ¥x, kde x
je k-tidky vektor soutadnic. Cilem je provést ,maly pocet“ neadaptivnich méreni, které
budou mit charakter skalarnich soucin se signalem, coz lze zapsat jako y = Pz = P¥x.
Zde P je tzv. mérici (snimaci) matice rozméru m x N a jednotlivé slozky vektoru y jsou
vysledky méreni, které vznikaji jako linedrni kombinace vzorkt signalu. Pocet méreni je
m < N.

Tedy zde vidime, zZe pojem vzorek je zde zobecnén, v komprimovaném snimani se
vzorkem mysli méreni — skalar, ktery vznikne linedrni kombinaci puvodnich hodnot signdlu.
Pokud by koeficienty linedrni kombinace byly samé nuly vyjma jedné jednicky (Dirac),
dostali bychom se zpét na vzorkovani v obvyklém slova smyslu.

Faze rekonstrukce signédlu je zde ovSem uz nelinearni (a ¢asové mnohem narocnéjsi).
Rekonstrukce technikami ¢/;-minimalizace probiha takto:

xO" .= argmin ||x||, vzhledem k y = PW¥x. (P1U)

.....

strukci samotného signalu z jednoduse ziskdme jako z = ¥xOPT,

Nyni tedy otazka zni, jaké jsou pozadavky na métici matici P, aby bylo mozné z tohoto
,malého“ poctu méreni zpatky rekonstruovat signdl? V literature lze najit, ze vhodné
mérici matice se uvazuji ve tvaru P = R®. Zde ® je (zatim nespecifikovand) matice
N x N a R je matice, kterd vznikne z jednotkové matice N x N ponechanim pouze
m nahodné vybranych radki, a tedy funguje jako nahodny vybér radkt z ®. Nahodny
vybér v R se pritom 7idi rovhomérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Konkrétni ptriklad
realizace matice R je na obr. a ilustrace celkové situace je na obrazcich a

Tedy celkové, roli matice A z kapitoly [3| hraje nyni matice A := R®W¥, a znovu
pokladame klicovou otazku: jak zvolit ® a m, aby A umoznovala rekonstrukci signalu
{1-technikami?

Na tuto otazku existuje rada odpovédi, nejprve uvedeme podminku zahrnujici vzajem-
nou koherenci p. Ve specialnim ptipadé, kdy je matice slozena ze dvou ortonormélnich
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Obrazek 4.1: Priklad matice R, ktera vznikla z jednotkové matice N x N rovnomeérné-
nédhodnym zachovanim pouze m fadki (zde N = 32, m = 16).

=

Obréazek 4.2: Ilustrace situace pii komprimovaném snimani (bez pritomnosti Sumu):
nameéreny vektor y je roven souc¢inu mérici matice P = R®, unitarni matice ¥ a ridkého
vektoru x. Do procesu snimani vstupuje vektor z, ktery je pozorovatelny a neni sam ridky,
zato je Tidky v bazi ¥, zde ilustrativné v ortonormélni bazi zpétné DCT. Matice ® je
v tomto obrazku gaussovska.

Obrazek 4.3: Situace z obr. 1.2} ale se zdliraznénim procesu méfeni: ndsobeni signalu z
matici P predstavuje m linedrnich méteni signalu z.
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bézi ® a ¥, tedy [®, ¥], mame

(@, W) = max [ ¢, (4.3)

1<i,j<N

a hodnota (4.3 se pohybuje mezi ﬁ a 1. Nésledujici tvrzeni uvadi podminku, za jaké
je zarucena presnd rekonstrukce z m méreni. (Tvrzeni je zdmérné formulované vagné, aby
byla uchopitelnéjsi podstata; detailnéji viz [14] [§].)

Tvrzeni 4.1 ([14], Theorem 1). Necht je ddn signdl z, ktery md v W k-ridkou repre-
zentaci x. Pak teseni {1-minimalizace (P1U)), kde y jsou mérend, je soucasné s vysokou
pravdepodobnosti nejridsi mozné, pokud je zvoleno

m>C-p*([®,¥])-k-N-InN, (4.4)
pro specifickou kladnou konstantu C'.

7, nerovnice je vidét, ze pocet méreni zavisi na fidkosti pouze linedrné! Role ko-
herence mezi ortobazemi ® a W je zde zcela ziejma: kvadraticky ovliviiuje nutny pocet
meéreni. To vysvétluje snahu hledat takové dvojice, jejichz koherence je minimalni. Jak jiz
bylo uvedeno diive, je naptiklad zndmo, Ze minimdlni koherence 1/ V'N dosahuje dvojice
[I,F] — v takovém pripadé (4.4) 1ikd, Ze pocet méfeni musi byt fddové pouze k - In V.
Naopak, jak koherence roste, prestava byt métreni dle podminky vyhodné, az v urci-
tém momentu prestdva mit smysl, nebot m preroste pocet vzorki signalu N. (To nastane
napf. kdyz bychom zvolili ® = W.)

Napft. v aplikacich pro zobrazovani pomoci magnetické rezonance (MRI) mame z fy-
zikalni podstaty problému rovnost ® = F a reprezentacni bazi volime podle charakteru
snimané oblasti, nejc¢astéji ¥ = W. Tedy mérime nahodné vybrané spektralni koeficienty
signalu, ktery je fidky ve vinkové oblasti [14], [8, 53].

Nyni ddme odpovéd na vyse poloZenou otédzku prostiednictvim vlastnosti zeslabené
isometrie — RIP. Omezime se pritom pouze na matice P = R®, kde ® jsou subgaussov-
ského typu, ackoliv to nejsou jediné mozné konstrukce [14]. Vime, Ze takové matice P
s vysokou pravdépodobnosti splnuji RIP, pokud m > C' - k - In(IN/k). Subgaussovské ma-
tice maji dulezitou vlastnost — invarianci viucéi unitarni transformaci [38]. Tato vlastnost
znamend, ze pokud P vyhovuje RIP, pak pro PW plati totéz; proto téz celd A vyhovuje
RIP. V tomto smyslu tedy uvedené matice jsou ,univerzalni“, nebot nezaviseji na orto-
normalni bazi, ve které je signal ridky. Poznamenejme také, ze je zajimavé, ze matici W
viubec nemusime znat pri snimani, nybrz pouze pri rekonstrukci.

V pripadé, Ze v matici A = R®W vystupuji dvé (deterministické) ortonormélni baze
® a VU, dle [14] [72] plati (zjednodusené), ze pro tspésnou rekonstrukei je potieba m >
C - k- (InN)* méfeni. Zatim nedokézanou hypotézou vSak je, ze plati mnohem slabsi
podminka, kdy mocninu v nerovnosti vypustime.

4.3 Simulace

Tato kapitola se vénuje experimentiim, které do zna¢né miry objasnuji princip, na kte-
rém je komprimované snimani zalozeno. Simulace zaroven potvrzuji nékteré teoretické
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Obrazek 4.4: Vliv pouzité mérici matice na uspésnost rekonstrukce signalu pri pouziti
signalu ridkého v bazi DCT.

poznatky uvedené vyse. Pro testy byl pouzit rekonstrukéni algoritmus z knihovny #;-
magic [71] vyuzivajici linedrniho programovéni k feseni tlohy a algoritmus Orthogo-
nal Matching Pursuit (OMP) [55], [62) [63]. Poznamenavéame, ze konkrétnim algoritmim je
vénovéana kapitola [5]

4.3.1 Vliv mérici matice na uspésnost /;-rekonstrukce

Prvni z testii zkouma vliv pouzité mérici matice na ispésnost rekonstrukce signalu ridkého
v bazi DCT. Tedy ¥ v je matice zpétné DCT. Nahodné vygenerovany signél byl
sniman v Casové oblasti za pouziti jedné ze ¢ty méficich matic P (rovnomérné a ndhodné
podvzorkovani, gaussovské a bernoulliovské matice) a nésledné byla fesena uloha (P1)).

Vysledky experimentu jsou uvedeny v grafu na obr. [4.4] Zavislost aspéchu rekonstrukce
na relativni fidkosti signalu byla ziskana tak, Ze délka vektoru byla zvolena N = 256,
provedeno bylo vzdy m = 128 méreni, signaly mély postupné k = 1 az k£ = 128 nenulovych
DCT koeficientii. Jejich hodnoty byly generovany ndhodné z rovnomérného rozdéleni od
—1 do 1. Pro kazdou tidkost vektoru a kazdy typ meérici matice bylo provedeno 1000
pokust. Rekonstrukce byla povazovana za tspésnou, pokud byla relativni odchylka v £o-
normé nalezeného reseni x od fidkého vektoru maximalneé 5 %, tedy ||x —x%|[2 < 0,05-||x||2.

Prekvapivé nejlepsiho vysledku bylo dosazeno ndhodnym podvzorkovéanim signalu (tedy
mérici P = RI = R). Naopak pfi rovhomérném podvzorkovani byla tspésnost rekon-
strukce velmi mald, coz se ale dalo oc¢ekavat, nebot diky podvzorkovani pro vétsinu k neni
splnén vzorkovaci teorém, a tedy dochézi k aliasingu. (U ostatnich metod pojem alia-
sing nemd smysl, nebot se jiz nejedna o klasické vzorkovani.) Gaussovské a bernoulliovské
nahodné matice vedou obé k podobnym vysledkim jako ndhodné vzorkovani.

Konkrétni ukdzka rekonstrukce z ndhodnych vzorku signdlu je na obrazku [£.5 Vidime
zde signdl generovany tidce v oblasti DCT, ze kterého je vybrano ndhodné nékolik vzorkt
v casové oblasti. Rekonstrukce je nejprve provedena ¢i-minimalizaci a poté pro srovnani
{y-minimalizaci (coz odpovida vypoctu pseudoinverzi [65]). Srovnanim rekonstruovanych
signalii s ptvodnim zjistime, ze rekonstrukce pomoci ¢;-minimalizace je témér dokonald,
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Obrazek 4.5: Ukazka jedné realizace ndhodného podvzorkovani signalu délky N = 256,
snimano m = 25 vzorku (Cervené). Signal je Tidky ve frekvencni oblasti, zde k = 8
nenulovych DCT koeficient.

evv s

shoduje pouze v mlstech vzorkovani.

Vyborny vysledek ndhodného vzorkovani, P = R, lze vysvétlit tim, ze prvky baze DCT
maji nosic pres celou délku signdlu a tudiz kazdy vzorek obsahuje soucasné informaci
o vSsech komponentach signalu. Je v tom mozné vidét analogii pripadu, ktery jiz byl
uveden, a sice ze ¢asové-kmitoctova dvojice [I, F] m& minimalni moznou koherenci. Jinak
tomu bude v nasledujicim prikladeé.

4.3.2 Vliv délky nosice a koherence mezi ® a ¥ na miru tspés-
nosti /;-rekonstrukce

Shodny test byl proveden se signaly, které byly generovany nahodné jako ridké v bazi ¥
ortonormalnich wavelett tfidy Daubechies. (Ty v diskrétnim ¢ase odpovidaji filtram FIR
s konecnou impulzni odezvou.)
V testu byla pouzita nejvyssi hloubka dekompozice J = 5. Z obr. [4.6|a[4.7]je zfejmé, ze
v pripadé waveletu Daubechies 3 dava ndhodné vzorkovani nejhorsi vysledky. Vysvétleni
tohoto tikazu je prosté: tento wavelet ma velmi kratky nosi¢ (v hloubce dekompozice j je
05(27 —1)+1, a tedy nejkratsi atom ma nosi¢ délky 6 a nejdelsi 156 vzorki [67]), a proto
nahodné vzorky se nemuseji ,trefit* do nosice téchto elementii a tedy o ném ani nenesou
zadnou informaci, vyuzitelnou pri rekonstrukei. Ovsem u gaussovskych a bernoulliovskych
matic je tomu jinak — kazdé métfeni nese informaci o celém signalu, coz vysvétluje jejich
uspésnost.
V této souvislosti vypada tedy jako prirozené, ze existuje pozitivni zavislost mezi
délkou nosice bazového prvku a sanci na rekonstrukci. Mohl by se zdat prirozeny i fakt, ze
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Obrazek 4.6: Vliv pouzité mérici matice na uspésnost

signalu fidkého v bazi waveletu Daubechies 3.
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Obrazek 4.7: Ukazka jedné realizace nahodného podvzorkovani signalu délky N = 256,
pocet vzorku m = 25. Signal je fidky v bazi waveletu Daubechies 3 (k = 8 nenulovych
koeficienti1). Neuispéch ¢;-rekonstrukee je evidentni v nékolika tsecich.
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Tabulka 4.1: Vzdjemné koherence waveleti Daubechies s Diracovou bazi, tj. u([W,1I]).

Wayvelet Hodnota p
Daubechies 1 | 0,70711
Daubechies 2 | 0,83652
Daubechies 3 | 0,80689
Daubechies 4 | 0,71485
Daubechies 5 | 0,72431
Daubechies 6 | 0,75113
Daubechies 7 | 0,72913
Daubechies 8 | 0,67563
Daubechies 9 | 0,65729
Daubechies 10 | 0,68846

¢im delsi nosi¢, tim mensi vzajemna koherence s Diracovou bazi; avsak to obecné neplati,
protoze koherence jakékoliv baze W s Diracovou bazi I je jednoduse rovna nejvétsimu
prvku v W. Situaci ukazuje tab. 4.1}

Abychom tuto teorii provérili, byl proveden experiment nastaveny stejné jako vyse, ale
pouzity byly postupné ortogonalni wavelety Daubechies ruznych fada (viz obr. . Na
obr. 4.8 jsou jeho vysledky. Jak je vidét, koherence pti pouziti Daubechies 1 je srovnatelna
s koherenci v ptripadé radu 4, avsak uspésnost rekonstrukce v druhém pripadé je vyrazné
vyssi. Daubechies 7 ma koherenci mirné vyssi nez Daubechies 4, takze bychom dle teorie
ocekavali horsi vysledky, avSak experiment ukazuje presné opacny fakt. Konecné, rad 10
ma koherenci nizsi nez rad 7, nicméné vysledky jsou témeér totozné.

Shrnuto, tento pokus ukazuje a upozornuje, ze vzajemna koherence poméaha pouze
vyty¢it hranici pro ,nejhorsi mozny piipad® (worst case), ale nedava nam celou informaci
o charakteru v ,primérném piipadé”.

100
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Obrazek 4.8: Vliv délky nosice na tspésnost rekonstrukce signalu po ndhodném pod-
vzorkovani.



Uvod do tidkych reprezentaci signdlt a komprimovaného sniméani

51

0.4
0.3
0.2
0.1

Daubechies 1

Daubechies 4

0.4
0.3
0.2
0.1

50

100 150

Daubechies 7

200 250

50

100 150

Daubechies 10

200

250

50

100 150

200 250

50

100 150

200

250

Obrazek 4.9: Srovnani atomi waveletu Daubechies 1, 4, 7 a 10 odpovidajicich hloubce
dekompozice j = 3. Je zde jasné patrna rostouci délka nosice.

4.3.3 Prechod fazi

Hranice mezi oblastmi s ,jistou” a ,nemoznou”
nazyva prechod fazi (Phase Transition). Typicky tvar tohoto pfechodu v zavislosti na
mire podvzorkovani a fidkosti vektoru je vidét na obr. [£.10]

Sitka fazového pfechodu zavisi na délce vektoru x — s rostouci délkou N klesa sitka
fazového prechodu, az v limité je tento pfechod zcela ostry [6]. Dilezité vsak je, ze se
s rostouci délkou N neméni pozice teoretického stredu prechodu a tedy relativni fidkost
nutnd k rekonstrukci signalu nezavisi na N.
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4.4 Komprimované snimani zaloZené na nizké
hodnosti

Komprimované snimani lze aplikovat také pro signaly, které lze chapat jako matice (tedy
nejcastéji obrazy, datové zaznamy). Misto ridkosti se zde pracuje s predpokladem nizké
hodnosti matice X € R™*"2 prip. X € C"*"2. Méreni, tak jak jej zndme z predcho-
zich ¢asti, ma opét podobu linearni kombinace, nyni prvkt z X. Formalné je to linearni
zobrazeni A : R">"2 — R™, kde m < njng, tedy méfeni y dostavame jako

y = A(X) € R™.

Abychom byli schopni rekonstruovat X z y, budeme predpoklddat, ze X ma hodnost
nejvyse rank X = r < min{n, no}. Naivni pfistup k feseni optimaliza¢niho problému

argmin rank X vzhledem k y = A(X) (4.5)
X

je opét NP-tézky, ale miizeme ho relaxovat podobné jako v predchozim piipadé [70)].

V casti jsme uvedli SVD rozklad matice a konstatovali jsme, ze matice X mé
hodnost r pravé tehdy, kdyz vektor & = o (X) singularnich ¢isel ma tidkost r, tj. kdyz
plati rank X = |o(X)||,. Zde jiz vidime pfilezitost k relaxaci analogické s relaxaci na
¢1-normu pro vektory. Nuklearni normu jsme definovali jako ¢;-normu singularnich cisel,
1X]|, = [|o(X)]|,, tudiz mizeme uvazovat relaxovany minimaliza¢ni problém

argmin || X||, vzhledem k y = A(X). (4.6)
X

Tento problém je konvexni, je tedy efektivné fesitelny a v posledni dobé existuje fada
algoritmu pro ziskani optima [12] [45].

Analyze podminek pro shodu s fesenim ptvodni tlohy byla opét vénovana fada
praci, viz napf. [70], pri¢emz se nejcastéji uvazuji ndhodna zobrazeni A. Ukazuje se, ze
matice X s hodnosti nejvyse » mohou byt s vysokou pravdépodobnosti rekonstruovany
z m subgaussovskych méteni, jestlize [39]

m > Crmax{ni,na}. (4.7)



5 PROXIMALNI ALGORITMY PRO RESENI KON-
VEXNICH OPTIMALIZACNICH ULOH

V predchozich kapitolach jsme mluvili o feSeni optimalizacnich tloh, vedoucich k nalezeni
ridkych reprezentaci signali. Na jejich Teseni je dnes mozné pouzit celou skédlu algoritmi,
jejichz zakladni prehled zde uvadime, a posléze se detailnéji vénujeme tzv. proximalnim
algoritmtm, které pro praktické vypocty v aplikacich pouzivame.

Jak uz bylo Teceno, zadna metoda nemitize najit vZdy presné feseni v polynomidlnim
case, a proto se uchylujeme k metodam aproximativnim. S trochou zjednoduseni lze tict,
ze algoritmy lze rozdélit do t¥{ kategorii [32, 48|, [63] 64, 23], ackoliv stdly vzestup poctu
novych algoritmii ukazuje, ze toto zdkladni déleni je pouze hrubé:

o Hladové (greedy) algoritmy, jejichz hlavni princip spo¢iva v tom, ze v kazdé iteraci
najdou jeden (pripadné vice) ,nejvyznamnéjsich“ atomi. Dilezité je, ze v dalsim
pribéhu algoritmu vybrany atom uz podilu na koneéném reseni nemiize byt zbaven.
Vyhodou téchto metod je nizka slozitost, nevyhodou pak, Ze neni zaruceno dosazeni
globalniho optima; dokonce jsou znamy piiklady, kdy tyto algoritmy zcela selha-
vaji. Zastupci této kategorie jsou MP (Matching Pursuit) [55], v soucasnosti Casto
pouzivany OMP (Orthogonal Matching Pursuit) [62, [78] a rtzné dalsi odvozeniny.

e Dalsi kategorie metod je zalozena na ¢;-relaxaci, a proto se tyto algoritmy nazyvaji
relazacni. Tyto algoritmy spoléhaji na to, ze se za urcitych podminek (viz ¢ast
dostaneme k reseni presnému nebo alespon relativné blizkému. Z téchto metod
jmenujme BP (Basis Pursuit) [16], modifikovanou LARS (Least Angle Regression,
homotopy method) [31] 38], IRLS (Iterative Reweighted Least Squares, nékdy také
jako FOCUSS — FOCal Underdetermined System Solver) [42, B8] nebo Dantzig
Selector [10]. Jelikoz ¢1-norma je konvexni funkce, na tyto tlohy lze pouzit i tzv.
proximalni algoritmy, kterym se vénuje zbytek této kapitoly.

e Mimo tyto kategorie stoji algoritmy zaloZené na prahovdni (thresholding) [32] a
dalsi, které vyuzivaji jednotlivych prednosti z obou skupin algoritmii. Takova sku-
pina algoritmt se pak nazyva hybridni. Jednim z dalSich algoritmt je algoritmus
A*OMP [49], vyuzivajici A*-algoritmu prohleddvani informacnich stromi. V ne-
posledni fadé musime jmenovat algoritmy vychazejici z myslenky aproximativniho
predavani zprav v grafovém modelu (approximate message passing) [29].

5.1 Proximalni algoritmy

Tzv. prozimdlni algoritmy jsou postupy z teorie optimalizace, které zahrnuji celou skalu
konvexnich 1loh, véetné relaxovanych tloh s ¢;-normou. Je vhodné podotknout, ze tyto
metody, ackoliv byly znamé jiz diive [60, 56l 20] B], ziskaly si znacnou pozornost az diky
rfidkym reprezentacim.

Optimalizace je zaloZzena na iterativni minimalizaci funkcionali, pfricemz jsou znamy
podminky, za kterych algoritmus konverguje k optimu tlohy. U proximalnich metod neni
rychlost tak vysokd jako u nékterych specializovanych algoritmi, ale to je cenou za flexi-
bilitu, kterou vyuzivame.

V této kapitole ukazeme algoritmus, ktery umi nalézt feSeni pomérné obecné, tzv.

23
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konvexni ilohy bez omezujicich podminek
argmin g(x) + h(x), (5.1)

pricemz presné podminky, které museji g a h spliovat, uvedeme az pozdéji.

5.1.1 Optimaliza¢nich tlohy s omezenimi a bez omezeni

Vyse uvedend tloha
argmin ||x||, vzhledemk Ax=y. (P 1)

je optimaliza¢ni tlohou s omezujicimi podminkami (constrained), ktery neodpovida (5.1)).
Na tvar bez omezujicich podminek lze vsak prevést za pomoci indikatorové funkce.

Definice 5.1. Necht C je neprdzdnd podmnozina RY. Indikdtorové (charakteristickd)
funkce mnoziny C' je

0 e C,
Lot X { 1'9'7“0 x (5.2)
o0 jinak.

Misto (P1)) se pak fesi nova tloha
arg min. [|x[l; + ¢ Ax=y}, (5-3)

kterd je jiz v pozadovaném tvaru a druhy s¢itanec vynucuje néalezitost feseni do ptripustné
mnoziny. Obdobné druhy typ tlohy

argmin ||x||, vzhledem k [Ax—yl, <}, (P10

lze prevést na
arg)fnin ||X||1 + Ux: |Ax—yl|, <5} (54)

Lze vSak také ukdzat, ze existuje ekvivalence mezi omezenou tlohou (P10]) a neomezenou
tlohou, kterd je dnes (zCasti nespravné) nazyvana LASSO:

o1
argmin o || Ax = y[l; + A x|, (5.5)

pricemz ekvivalence je minéna tak, ze ke kazdému 0 lze nalézt A > 0 tak, ze obé ulohy
davaji stejny vektor optimalnich x.

Uloha posledniho typu byva také nazyvana regularizovand linedrni inverzni loha,
protoze dodateénym ¢lenem (nemusi to byt zrovna ¢;-norma) penalizujeme uréita reseni
z nekonecné mnoha, ¢imz tlohu tzv. reqularizujeme. Demonstrujme nyni kratce vliv regu-
lariza¢nfho parametru na vysledek optimalizace. Cim vys$i bude A, tim vice penalizujeme
neridka Teseni, ale na druhou stranu pfi prilis vysokém A tim mtzeme zpusobit velkou
odchylku od dat. Volba parametru je tedy citliva zalezitost a zcela obecné doporuceni pro
ni neexistuje. Obr. [5.1 ukazuje spektrogramy signdlu vzeslé z fesenf tlohy (5.5). Jedn4 se
o Gaborovu reprezentaci signalu y. V roli A tedy vystupuje diskrétni Gabortuv frame. Vy-
kreslené spektrogramy nejsou nic jiného nez moduly Gaborovych koeficientii x ziskanych
pro uvedena rtizna A.

Nez se dostaneme k algoritmiim, které tlohy bez omezujicich podminek fesi, musime
se nejprve vénovat tzv. proximdlnimu operdtoru, ktery je zakladnim kamenem algoritmu.
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Obrazek 5.1: Demonstrace tc¢inku regulariza¢niho parametru A na rekonstrukei.

5.2 Proximalni operator

Projekéni operator na konvexni mnozinu nachazi bod v této konvexni mnoziné lezici nej-
blize vychozimu bodu. Proximalni operator konvexni funkce je prirozenym rozsitenim
pojmu projekéniho operdtoru na konvexni mnozinu. Ulohou této &asti je jej definovat,
interpretovat a ukéazat jeho vlastnosti.

Definice 5.2 ([73]). Rekneme, Ze funkce f(x) je zdola polospojitd na otevrené podmmo-
ziné U metrického prostoru, jestlize pro libovolné o € R je mnozina {x € U : f(x) > a}
otevrend.

Funkci zdola polospojitou si miizeme predstavit tak, ze je spojitd az na mozné vyjimky
izolovanych skokti, ve kterych tato funkce nabyva vzdy nizsi hodnoty, nez bychom dostali
limitami zprava a zleva v tomto bodé (nebo mize nabyvat hodnoty mensi z téchto limit).
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fla,y) = |z]+ |yl

Obrazek 5.2: Znazornéni subdiferencidlu funkce f(z,y) = |z|+|y| v bodé [1,0]. Barevné
vrstevnice, ¢ervené vektory predstavuji subgradienty.

Definice 5.3 ([20]). Necht f je zdola polospojitd konvezni funkce s neprazdnym definicnim
oborem, f : RN — (=00, 00). Subdiferencial funkce f je operdtor f : RN — 28" ktery
definujeme jako

xH{uE]RN:(VSCERN> (i—x)Tu—l—f(x)gf(Sc)}. (5.6)
Jednotlivé proky u subdiferencidlu se nazyvaji subgradienty.

Subgradient 0f je zobecnény pojem ke gradientu V f = [%, ey %] pro nediferen-
covatelné funkce. Je ziejmé, ze v bodech, kde je f diferencovatelna, tyto pojmy splyvaji.
Subgradient Jf je operator, ktery pritazuje funkci v bodé mnozinu.

Pro lepsi pochopeni uvedeme jako priklad subdiferencial funkce dvou proménnych
f(z,y) = || + |y|, konkrétné v bodé [z,y] = [1,0]. Podminka pro tento pripad ma

tvar
~ ~ u ~ ~
== o] + bl 1ol < 1l 13, 5:7)

coz v nasem pripadé znamena (Z — 1)u + gv + 1 < |z| + |g| pro kazdé z,75 € R. Tato
nerovnost musi platit pro vsechna wu, v, a proto rozborem moznych kombinaci znamének
z,y dostaneme, ze subgradienty jsou vektory tvaru [u,v] = [1,v], pfi¢emz —1 < v < 1.
Subdiferencial funkce f(z,y) = |z| + |y| v bodé [1,0] je zndzornén na obr. [5.2

Definice 5.4 ([20]). Necht f : RN — (—o0,00) je zdola polospojitd konvexni funkce

s neprazdnym definicnim oborem. Pro kaZdé x € RN md minimalizacni problém

1
arg min - Ix -yl + f(y) (5.8)
yeRN

jednoznacné resent, které budeme znacit prox;x. Tento operdtor prox; : RY — RY bu-
deme nazyvat proximalni operator funkce f.



Uvod do tidkych reprezentaci signdlt a komprimovaného sniméani 57

7 pohledu zpracovani signalti se na vztah lze divat jako na regularizované potla-
¢ovani sumu (regularized denoising). Predpokladame-li, ze dany signal x vznikl aditivnim
zasuménim ¢istého signédlu, ktery bychom chtéli ziskat zpét, pak ¢len ||x — yﬂg zajistuje,
ze vysledek odsumovéani nebude ,pfili§ daleko® od zndmého signdlu x (Sum je rozumné
velky). Clen f(y) predstavuje regularizér, tedy vyraz, ktery penalizuje hledané y pomoci
matematicky formulované konvexni funkce, a tim vynucuje nékteré apriorni vlastnosti y;
jako piiklady uvedme energii f(y) = ||y||,, relaxovanou fidkost f(y) = ||y||; nebo totalni
variaci f(y) = ||y||py. Formulace typu lze rovnéz odvodit pres bayesovsky pristup
k odstranovani sumu [32, [6].

Bylo zminéno hned na pocatku této c¢asti, ze proximalni operator je obecnéjSim po-
jmem nez bézna projekce P bodu x na neprazdnou uzavienou konvexni mnozinu C C R¥;
vskutku, béznou projekci Po je mozné vidét jako optimum problému

o1
arg min Ix =yl + toly). (5.9)
yERN

pro stanoveny bod x, tedy roli f z definice (5.8)) zde hraje indikétorova funkce ¢c.
Proximalni operator f miizeme charakterizovat touto inkluzi:

(V(x,p) € R" xR") p = prox;(x) & x—p € If(p), (5.10)

kterd vychéazi z podminek pro minimum: x* = argminy f(x) = 0 € df. Inkluzi je mozno
redukovat na

(V(x,p) € R" xR") p=prox;(x) &x—p=Vf(p),

kdyz je f diferencovatelna.
Nyni uvedme nékteré zdkladni vlastnosti [20].

Tvrzeni 5.5. Necht ¢ je zdola polospojita konvexni funkce s neprazdnym definicnim obo-
rem, ¢ : RN — (—o00,00). Pak plati ndsledujici pro posunuti, resp. zménu méritka:

(i) Necht ¢ = (- — z), kde z € RY. Potom prox,,(x) = z + prox,(x — z).

(ii) Necht ¢ = ¢ (;), kde p € R\ {0}. Potom prox,(x) = pPIOX 5 (%)
Diikaz. Polozime p = prox,,(x). Podle (5.10) je to ekvivalentni s x —p € 9y (p). Postupné
muzeme psat:

(i) x-—p€dP(p) = x—pecdp(p—2z) = (x-2)—(p—2) €Ip(p—2) = p-2=
prox, (X —z) = p = prox,(x) = z + prox,(x — z).
(i) x—pedY(p) = x—p¢€ %8@(5) = 3—%68(%) (E) = P = prox,(x) =

02 (p

]

5.2.1 Proximalni operator /;-normy

Norma ¢; hraje klicovou roli pti hledani ridkych reprezentaci signali a v komprimovaném
snimani, proto uvedeme proximalni operator specidlné pro tento piipad f(y) = A ||yll;,
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y = g max(jal - A,0)

\J

Obrazek 5.3: Funkce mékkého prahovani pro skaldrni velicinu. Modfe je znazornéna
identita a cervené tato funkce s obecnym prahem A. Vidime, ze pokud je velikost x v ab-
solutni hodnoté vyssi nez prah A, pak je velikost x o tuto hodnotu posunuta, naopak
pokud velikost x je jiz podprahova, koeficient je vynulovan.

kde A je regularizacni skalar, ktery pridavame bez ijmy na obecnosti, ale jehoz pritomnost
ocenime v aplikacich. Podle definice mtizeme napsat

1 2
proxy, (X) = arg min o x =yl + Ayl . (5.11)

coz snadno rozepiseme jako
1 N N
argmin§Z(xi — )+ 2Dyl - (5.12)
Y i=1 i=1

Pro dany vektor x proximdlni operator vraci takovou mnozinu {y;}, ze (5.12) je mini-
malni. Pomérné jednoduchou analyzou [23], postupné po jednotlivych intervalech, kde je
funkce |-| diferencovatelnd, dospé&jeme k zévéru, ze

X

Yi max (|z;| — A, 0) (5.13)

il
(pro nulové z; se uvedeny vyraz povazuje za nulovy). Tato funkce se nazyva mékké pra-
hovdni (soft thresholding) [26] [16] a budeme ji znacit y; = softy(x;), pifipadné vektorové
y = soft)(x), pficemz zduraznujeme, ze operator prahuje kazZdou slozku vektoru x zvldst.
Mekké prahovani je znazornéno na obr. [5.3|

5.2.2 Proximalni operator pro nuklearni normu

Nuklearni normu matice X jsme definovali jako soucet singularnich ¢isel z jejiho SVD roz-
kladu, tedy jako jako ¢1-normu vektoru singularnich éisel, || X[, = [|o(X)]|;, viz ¢ast [L.1]
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Obdobnou analyzou jako vyse je mozné dojit k zavéru, ze proximalni operator nuklearni
normy stoji na mékkém prahovani singularnich ¢isel, formalné

svt(X, A) == prox, . (X) = > softy(or)wyvy, (5.14)
I=1

kde u; a v; jsou singularni vektory X. Cisla o; jsou nezapornd, takze prahovani je jedno-
dussi.

5.3 Proximalni gradientni metoda
(dopredné-zpétné déleni)

Pokud znédme proximalni operator, mizeme se posunout dale a ukazat si algoritmy, které
ptivodni minimaliza¢ni ilohu numericky vytesi. Omezime se zde pouze na algoritmus tzv.
dopredné-zpétného déleni (forward-backward splitting). Budeme tedy fesit konvexni ilohu

argmin g(x) + h(x), (5.1)

pficemz h : RN — R je zdola polospojitd konvexni funkce a g : RY — R je konvexni
funkce, ktera je diferencovatelna s [-lipschitzovskym spojitym gradientem Vg, tj. pro
kazdé [x,y] € RY x RY plati

IVg(x) = Vgy)ll < Bllx =yl (5.15)

kde B € (0,00). Uloha (5.1) mé alespon jedno feSeni, pokud ¢ + h je koercivni, tj.
limjjx o0 (9(x) + h(x)) = o0. Pokud navic g + h je ryze konvexni (tedy g nebo h je
ryze konvexni), pak je toto feSeni jediné. Plati tato dilezita ekvivalence:

Tvrzeni 5.6. Necht x € RY. Pak
x je resenim ulohy (5.1) < x = prox,, (x —t-Vg(x))
pro vechna t € (0,00).

Tato charakterizace pomoci pevného bodu implikuje moznost numerického fesent ((5. 1)
iterativné takto:
X" = prox,, (xk —tF. Vg(xk)) (5.16)

pro vhodnou hodnotu parametru t*. Horni index k zastupuje &slo iterace. Tato me-
toda se nazyva proximdlni gradientni metoda nebo také dopredné-zpétné déleni (forward-
backward splitting). Skldda se ze dvou kroku — dopredného, explicitniho gradientniho
kroku, ve kterém nevyuzivadme nic nez g na vypocet mezikroku xkFT2 = xk — ¢ Vg(x*),
a zpétného, obecné implicitniho proximalniho kroku vyuzivajiciho pouze h k vypoctu
x1 = prox,s, (x*+2). Pokud je zvoleno t# < %, posloupnost {x*} generovana iteracemi
dle konverguje k fesen{ problému (5.1)), viz [20, 21, 61].
Ukazme fungovani metody na jednoduchém prikladu nalezeni reseni tlohy

1 1
argmini(x—2)2+§|2x+1]. (5.17)
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Oznac¢ime-li g(z) = 1(z — 2)? a h(z) = %[22+ 1|, miZeme konstatovat, Ze ob& jsou
konvexni a spojité a g je navic diferencovatelna. Lipschitzovska konstanta musi byt takové
B3, aby platilo (5.15), tedy konkrétné |¢'(z)—¢'(y)| < Blz—y| pro viechna z a y. Gradient g
je jednoduse ¢'(x) = x — 2, coz po dosazani davd podminku

T —2—(y—2)|=lr—y[ <1 |z -y

Z toho ihned plyne, ze § = 1. Funkce g + h je evidentné koercivni a funkce g je navic
ryze konvexni — lze tedy pouzit proximalni gradientni metodu k nalezeni jednoznacného
reseni.

Zvolime libovolny pocatecni bod — napiiklad zy = 3. Déle zvolime pro jednoduchost
konstantni krok t* =t = 0,3 < % = 2. V kazdé iteraci se nejprve posuneme v t-nasobku
gradientu g:

M= ah Vg (ah) = 2F — 0,3 (aF — 2) = 0,72 + 0,6.

Déle na tento bod aplikujeme proximaln{ operdtor, tedy z*+! = proxth(x“%). Absolutni
hodnotu lze vidét jako ¢;-normu skalarni veli¢iny. Vyuzijeme-li vlastnosti pro posunuti a
zménu méritka proximélniho operatoru (tvrzeni v kombinaci s mékkym prahovanim
jakozto proximalnim operatorem ¢;-normy, dostaneme:

ghHl = ;soft (2xk+% +1;0,3-22. ;) - ; - ;soft (2252 +1;0,6) — ;
V iteracich pokracujeme tak dlouho, dokud dva po sobé jdouci body jsou od sebe do-
statecné blizko, coz znamena, ze se nalézame pobliz Tfeseni. Pokud konkrétné ukoncime
iterace, pokud |zF*t1 — 2| < 107° . |2¥|, pak algoritmus zastavi v nalezeném minimu —
bodé x =1 — po 32 iteracich. Viz pro ilustraci obrazek 5.4}
Zformalnéme nyni algoritmus s pouzitim obecného, proménlivého kroku t*, a s vyuzi-
tim parametru \*, ktery umozni fizeni sméru v proximalnim kroku:

Algoritmus 5.7 (Proximdlni gradientni algoritmus).

1. Zwvolime € € (0,min{1,1/8}).

2. Zwolime pocdtecni bod xo € RV,

3. Dokud neni splneno kritérium zastaveni iteracti, providime pro k =0,1,...
Zvolime t* € [e,2/5 — €]
o Viypocitime x"1/? = zF — tFV g(2*)
o Zvolime \F € [e,1]
o Vypocitame x*t = 2% + N\¥(prox,, x

k+1/2 _ k)

Gradientni krok priblizuje aktudlni iterované koeficienty datim, ¢imz vSak muze do-
casné dojit ke ztraté vlastnosti pozadované regularizacnim ¢lenem. Proximalni operator
proto ve svém diléim kroku nalezne nové koeficienty, které nejsou prtilis daleko od téch
aktualnich, ale zaroven nejsou tolik penalizovany regulariza¢nim ¢lenem.

V radé pripadi je tento algoritmus pomaly, zvlasté kdyz se pracuje se stovkami tisic
proménnych. Casto se jako rychlejsi pouziva akcelerovany algoritmus, v komunité zpraco-
vani signalu znamy jako Beck-Teboulleho algoritmus [3]. Je zaloZzeny na dynamické opti-
mélni volbé skalarti t*, \¥ béhem iteraci. Piehledovy ¢ldnek [20] ukazuje, Ze také jiné al-
goritmy, znamé izolované z vybranych oblasti zpracovani signali, lze formulovat jako pro-
ximalni. Jedna se napf. o Landweberovy iterace, (Fast) iterative shrinkage/thresholding
algorithm — (F)ISTA, Alternating-direction method of multipliers — ADMM a dalsi.
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min g(x) + h(x)

tVe(x)
hix)=1% |2x+ 1]

Obrazek 5.4: Prubéh proximdlni gradientni metody pii feSeni ulohy ([5.17)). Nalezené
minimum je vyznaceno jako c¢erveny puntik.
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