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Abstrakt

Tato dizertani prace sezabyvametodou potlatovani gaussovského (normal nérozl ozeneho)
Sumu v signalu pomoci tzv. prahovani waveletovych koeficientll, s diirazem na fecovée
signaly. Tento zplisob separace uzitetného a ruchovéeho signalu vychazi z metodologie
WaveShrink. Prvni Cast prace je vénovana nékterym modifikacim této metodologie za
ucelem zvySeni jgi GCinnosti a dale zejména statistické analyze a srovnani vlastnosti péti
prahovacich pravidel.

Druha Cast prace je vénovana nove vyvinuté metodé tzv. segmentované waveletové
transformace, ktera, kromé dalSich vyhod, umoziuje implementovat wavel etovou transfor-

maci pro zpracovani v redlnéem Case.

Abstract

The dissertation thesis considers a method for suppressing Gaussian (normally distributed)
noise in signals utilizing the so-called thresholding of wavelet coefficients, with particular
focus on speech signals. This type of separation of effective and noisy signals starts from
the WaveShrink methodol ogy. Thefirst part of the thesis considers several modifications of
this methodology in order to improveits performance, and, also, in particular the statistical
analysis and comparison of five thresholding rules.

The second part is devoted to the newly-developed method of so-called segmented
wavelet transform, which allows us to perform the wavelet transform, and thus aso the

“wavel et-type separation” in real time, in addition to other benefits.
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wavel etovem paketu
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Uvod

Wavel etovaneboli vinkovaanalyzaje moderni disciplinav oblasti zpracovani signa i, ktera
mapo kratkém, alevelmi prudkém aintenzivnim vyvoji velkou obl ast uplatnéni ngjenv Cisté
techni ckych oborech. Mezi nejvyznamngjsi aplikace wavel etoveho zpracovani signal i patfi
separace signal i od aditivniho Sumu z jejich smési.

Tato dizertaCni prace se zabyva metodou potlacovani gaussovského (normalné rozlo-
Zeného) Sumu v signalu tzv. prahovanim wavel etovych koeficientll. Tento zplisob separace
uzitetného a ruchového signalu vychéazi z metodologie WaveShrink, jejimiz autory jsou
Donoho a Johnstone [[17]. Druhou, neméné podstatnou Casti této prace je kapitola pojedna
vajici o novévyvinuté metodétzv. segmentovanéwavel etové transformace, kteraumoznuje
provadét wavel etovou transformaci, atedy v diisledku i tuto ,, wavel etovou separaci“ kromé
dalSich vyhod v redlném Case.

Text otevira kapitola[ll, ve které je uveden souCasny stav FeSeného problému, tj. pre-
hled pouzivanych metod pro potlatovani Sumil a hlukli v signdlech, zejména fecovych, a
zhodnoceni jgjich vlastnosti. Je zde uvedena fada vzajemné odlisnych pristupl, at' uz jde
0 metody zal ozenénaspektral ni reprezentaci, naadaptivni filtraci nebo jinych alternativnich
principech.

Na zhodnoceni soucasného stavu problematiky v oblasti ,,waveletoveho* zpracovani
dat prirozené navazuje kapitola @, obsahujici vymezeni konkrétnich cilli této dizertacni
prace.

Po Gvodnich prerekvizitach tykajicich se v textu pouzivanych pojmU atvrzeni z oblasti
matematiky a zpracovani signalli (kapitolald) je v kapitoled vylozenawavel etovatransfor-
mace, a to jak ve spojitém Case, tak zegména pro diskrétni signaly. Je zde uveden i rychly
algoritmus pro vypocet wavel etové transformace zal ozeny na konvoluci a decimaci a jsou
rozebrany kmitoctove vlastnosti wavel etovych filtru.

K apitolaH poté navazuje konceptem tzv. waveletovych paketll (wavel et packets), které
tvori v jistem smyslu zobecnéni wavel etove transformace. Wavel etové pakety 1ze s Uspé-
chem vyuzit pro UcCely potlatovani sSumu, jak bude ukdzano, s vysSi U€innosti nezli je tomu

u standardni wavel etové transformace.



Zasadni Cast textu je kapitolalg, ktera detailné rozebira princip tzv. prahovani wavele-
toveho spektra za (icelem potlaceni Sumove slozky signau. Je uvedeno pét typl prahovani
(obvykle jsou v pracich podobného zamérfeni uvadény pouze dva zakladni typy) a zejména
jsou odvozeny a porovnany jegich vlastnosti z pohledu matematicke statistiky.

V kapitole[d je provedeno testovani uvedenych metod naredl nych nahravkach ajejich
objektivni i subjektivni zhodnoceni.

Kapitola@ tvori druhou zasadni Cast prace. Je zde odvozen sofistikovany algoritmus,
ktery umoznuje wavel etové zpracovani dat v redl nem Case (tedy pokud signal nezname cely
pfedem, ale pfichazi postupné jeho segmenty), pripadné umoziuje vypoletné narotnou
ulohu rozlozit na nékolik méné narocnych tloh. Typ zpracovani v realném Case je Casto
potfebny v komunikaCnich technologiich, zvlasté u feGovych signa d.

Na zavér je proveden souhrn a zhodnoceni prinosli této dizertaéni prace. Rovnéz jsou
navrzeny sméery, kterymi by se mohl ubirat dali vyzkum v této oblasti.
ve které jsou naopak vSechny dilkazy uvedeny pfimo v textu. Obsahem priloh je rovnéz
popis funkci obsazenych v programovém baliku ThreshLab pro MATLAB, ktery je rovnéz
soucasti dizertatni prace aktery implementuje uvedené separacni techniky a metody jejich

statistické analyzy.



1 Prehled soucasné problematiky

Obsahem této kapitoly je uvedeni a zhodnoceni soucasného stavu problematiky, tj. dnes
v praxi vice ¢ méné pouzivanych metod pro separaci signalli (zejménatetovych) od Sumu,
pfipadné hluku v pozadi. V prvni ¢asti kapitoly budou uvedeny metody, které vyuzivaji
principll Fourierovy transformace, znalosti charakteristickych vlastnosti fe¢ovych signalt,
sofistikovanych statistickych pristupli apod. Pozornost druhé &asti kapitoly bude obracena
na waveletové metody zpracovani signalli se zamé&fenim na pouZzivané metody separace

deterministickych signali od Sumu.

1.1 Metody separacesignalli od Sumu a hluku

V této Casti prace je pozornost zaméfena na vycet technik, které je v dnedni dobé mozno
pouZit pro separaci fetového signalu a aditivniho umu nebo hluku. Sumem zpravidla
rozumime nahodny proces, ktery ma presné definované statistické parametry (jako napr.
rozlozeni, stfedni hodnota, rozptyl, autokorelatni funkce), pficemz tyto parametry nemusi
byt znamé. Hlukem naopak rozumime signal, ktery statistickym zékonitostem v tomto
Uzkém slova smyslu nepodiéha. Prikladem mize byt hluk motoru, vysavace, dopravniho
provozu ad. U hlukovych signali mame €asto moznost odhadovat jejich charakteristicke
parametry jako energie, spektralni vykonova hustota atd.

JednodusSi separacni techniky jsou v soucasné dobé nedilnou soucasti kazdého ko-
munikacniho zafizeni pracujiciho v zaruSenem prostfedi. VétSinou se jedna o jednoduché
algoritmy s malou Gcinnosti vlastni separace a s mnoha nedostatky. Ukazuje se, Ze nejob-
tizngSi pro separaci jsou parazitni hluky, které kmitoctove spadaji do pasma uziteCné feci.
Takovych zvukl je v praktickém provozu bohuzel vétSina. Vhodny algoritmus by mél byt
proto schopen patficné reagovat jak na Sirokopasmove sumy, impulsni hluky atrvalé rusici
periodické signaly, tak dokonce na nezadouci lidskou Fec v pozadi.

Metody pro potlaCeni parazitniho ruSeni v feCovém signalu |ze rozdéit na jednoka-
nalové a vicekanalové. V soucasné dobé jsou vétSinou v praxi pouzivany jednoduché

jednokanalové techniky zalozené na potlateni vySSich, pripadné nizSich kmitoctl slozek



spektra vstupniho signalu v zavidosti na velikosti odstupu signdlu od ruSeni (SNR). Je
zfreime, ze klasickou Cislicovou filtraci rusivych signa i sice docilime potlaceni hluku, ale
Vv uzitetném pasmu kmitoctli dale pretrvava, pouze je vlivem omezene Sitky prenaseného
pasma pro lidsky sluch méné napadny.

V pripadé uziti adaptivni linearni filtrace (napfiklad algoritmu typu LM S) vznika neza-
douci pridavny efekt, ktery zplisobi, Ze vystupni signal ztraci svou dynamiku, hlas ztraci
barvu a zni strojove.

Podstatné dokonal€jSi jednokanalovou metodou, uzZivanou firmou Motorola v mobil-
nich telefonech pro jednotky , handsfree®, je technika RASTAL, ktera vyuziva pasmovou
filtraci Casoveé proménného spektrasignau, tzv. Casovych trgjektorii [[25]. Na zakladé kmi-
toctove analyzy Casovéeho priibéhu jednotlivych spektralinich slozek modulovych spekter
(Casovych trgjektorii), je vypocteno spektrum Casovych trajektorii, kteréje zvykem nazyvat
modulacnim spektrem. Aplikaci vhodného Cislicového filtru dochazi k omezeni modul ac-
niho spektra parazitniho signalu, pfitom modulagni spektrum uzitetné feci musi zlistat
nezménéno. PotlaCeni trvalych nebo naopak velmi rychle se v ase ménicich (rychlgi nez
fe€) parazitnich signalll je dostatetné, ovsem pro vé&tSinu béznych hlukl neni separace
prilis tcinnad. Jinymi slovy, separace je velmi neefektivni v pripadé, kdy spektrum hluku
ma charakter spektra feCového signalu, neboli rychlost promeén spektralnich Car ruseni je
srovnatelnasrychlosti zmén ve spektru lidské promluvy. Navic pfidavnou modul aci spekter
modulu vstupniho signalu se vystupni Fec stava spise neprijemnou.

K robustng&jsim technikam potlatovani ruseni z fecovych signal ti patfi novajednokana-
lova metoda nazvana mapovani spektrogramu, vyvinuta na FEKT VUT v Brné ve spolu-
praci s ApS Brno [35]. Algoritmus vyuziva ke své préaci kratkodobych spekter zaruseného
feCového signalu stejné jako metoda RASTA. Vlastni zpracovani v Casové-kmitoCtovem
prostoru je ale v této metodé zcela odlisné a takée UCinng Si. Principem metody je adaptivni
vytvareni tzv. mapy (masky), kterou se nasledné nasobi spektrogram feCového signalu, tim
se signd |, filtruje", a poté se prevede zpét do Casové oblasti. Vysledky testovani ukazaly,
Ze metoda vykazuje excelentni separacni vlastnosti v pripadé, kdy je mozno optimane
stanovit velikost tzv. prahu pro dlouhé Gseky signalu (az nékolik sekund). To samozigmé

VvV praxi neni mozné, nebot se pozaduje nasazeni metody v redlnem Case. Tehdy je nutné

'RelAtive SpecTrAl



prah nastavovat velmi rychle ato Casto vede k odchylkam od jeho optimalni hodnoty, coz
se projevuje nezadoucimi modulacemi Fegi.

Pro ruseni, které ma charakter blizky stacionarnimu, je velmi vhodna metoda spektral -
niho odecitani [[13, [15] a jgji modifikace.V FeCovych pauzachy je analyzovan kmitoctovy
obsah ruSeni av Case feCové aktivity jetoto ruSeni ve spektralni oblasti odeCitano. Ukéazalo
se, Ze se snizujicim se pomérem SNR drasticky klesa Gcinnost metody [[62]. To vedio k mo-
difikacim metody a ke vzniku metody nelinearniho spektralniho ode€itani [34] a metody,
vyuzivajici maskovaciho efektu lidského slySeni [52]. V téchto novéSich verzich jsou jiz
tzv. odeCitaci parametry ur€ovany dynamicky. Spektralni odecitani mavynikajici separacni
vlastnosti, pokud hluk v pozadi mav Case neménny charakter (vétrak, vysavaC naprazdno,
sprcha). Z jegjiho principu zaroven vyplyva, Zze pro impulzni ruSeni je naprosto nevhodna
(Udery kladiva apod.).

Odlisnym pristupemk problematice separace je vyvoj vicekanal ovych metod schopnych
pracovat v realném Case. NegjstarSi dvoukanaova metoda je jiz dlouhou dobu pouZivana
napr. v televiznich pfenosech mezi moderatorem a prenosovym vozem. Hlas publicisty
je v hluénéem prostfedi sniman smérovym mikrofonem. Hluk okoli se snima ve vhodné
vzdaenosti druhym mikrofonem s vSesmérovou charakteristikou. Vzniklé signaly se pak
odecCitaji. Tato metoda vSak neni pfihodna pro univerzalni pouziti, avsak ukazuje obecny
princip vicekana ovych metod.

Metody vicekanalového zpracovani signalll maji daleko vE&tsi naroky na vypocetni vy-
kon nez metody jednokanél ové. Soucasné se zvysujicim se vykonem dnesnich signalovych
procesorll se vicekana ovym metodam dostava stéle vice pozornosti. Miizeme je rozdélit

do dvou skupin podlejgich principu, na

e metody pracujici s exaktné determinovanym mikrofonnim polem,
o g epé“H metody pracujici pfimo snékolikasmeésmi, bez jakékoliv pfidavnéinformace

0 poloze mikrofon.

V prvnim pfipadé problém feSime deterministicky, na zakladé soufadnic mikrofont

uréime dekompoziéni parametry. ReZeni druhého pripadu nabizi matematicka statistika —

2pauizy fetove aktivity |ze urovat ngkolikatypy detektord fet/ pauza [[38]
3z anglického Blind Source Separation, BSS



analyza nezavislych komponent [26]. Vyhodou vicekanalového pristupu je znatné zlep-
geni vysledného SNR (podle [62] v priméru o 67 dB) oproti jednokand ovym metodam,
pricemz subjektivni hodnoceni kvality je jesté vyrazngji lepsi. Dalsi vyhodou je, ze kvalita
separace neni podminéna stacionarnim charakterem ruseni. Naopak nevyhodou je, ze ne-
vhodna konfigurace mikrofonniho pole vede teméf k nemoznosti separace signal{l. Z toho
plyne, Ze vicekanal ové metody jsou vhodnék aplikaci namistech, kde nedochéazi ke zméné
usporadani senzoril ani zdroje hluku (automobil, stroj v mechanické dilng).

Nejnovgsi pristupy k problematice separace vychazeji z originalni mySlenky tzv. re-
syntézy feci. Algoritmy tohoto typu vychazeji z velmi dobré znalosti principu vzniku Feci
v hlasovém traktu Clovéka. Nesnazi se v parazitnim hluku nalézt feCovy signal jako ce-
lek, ale detekuji pouze zakladni parametry feCového signalu [63]. Témito parametry jsou
kmitoCet zakladnihotonuteti F,, polohaatvar formantl, energiefetovych segment, infor-
mace 0 znélosti / neznélosti apod. Z uvedeného vyctu parametrll pak, pomoci standardnich
technik syntézy feCi, rekonstruujeme uziteCnou promluvu. Teoreticky jsou tyto algoritmy
schopné extrahovat uziteCny feCovy signal z ruSeni, majiciho v Case i kmitoCtu charakter
FeCového signalu. Jde obecné o periodicky se opakujici prechodné hluky s proménnym
spektrem. MUize jit napriklad o zvuky zvitat, zvuky hudebnich nastrojli nebo i nezadouci
feC v pozadi. Takova specificka ruseni, v lidském prostredi velice Casta, jsou na potlaCeni
nejnarotngSi. Prakticka realizace uvedeného principu je vsak zatim v pocatcich. Ngjprve
bude nutné vyvinout robustni techniky schopné ze silné zaruSené smési feci a hluku urcit
vyjmenovane parametry, charakteristicke pro fec.

Celkové se da shrnout, Ze Zadna ze separacnich metod neni zcela univerzalni, kazda ma
své kladné i zaporné rysy. Nicméné u vSech metod |ze vysledovat anal ogické vlastnosti —
kazda metoda pri potlatovani hluku zkresluje také samotnou feC. Tento jev se samozigjme
stava ¢im dal vyrazngSim se snizujicim se odstupem signau od Sumu (hluku). Nastaveni
parametrll separace (atimjeji vysledek) je proto vzdy nutnévolit jako kompromismezi mirou
potlaCeni hluku a zkreslenim samotné feCi. Stejné tvrzeni plati pfirozenéi o waveletovych
metodach, které jsou uvedeny v ¢asti [LZ2

Na zavér je jesté je vhodné uvést poznamku, Ze pro posuzovani kvality separace neni
mozné vyuZivat vyhradné objektivni metody, zefména zlepSeni poméru SNR. Rovnéz

subjektivni kvalita separace hraje dilezitou roli. Dokonce nahravka s objektivné horsi



Urovni separace miize ¢lovéku znit |epe a srozumitelngji, a naopak. Tento jev je zplisoben

faktem, Ze objektivni metody nezahrnuji do svého hodnoceni zkresleni samotné Feci.

1.2 Waveletové metody zpracovani signalu

Zpracovani signalli pomoci wavel etové transformace je v poslednich letech znatné vyuzi-
vana disciplina se stale se rozvijgjici 3kalou aplikaci pri zpracovani jak jednorozmérnych,
tak vicerozmérnych signalll. Jde o relativné novy pristup k analyze signalll, jehoz zakladni
principy byly polozeny jiz pfed nékolika desitkami let, avsak jehoz bourlivy vyvoj odstar-
toval az pocatkem osmdeséatych let 20. stoleti.

Své uplatnéni pri analyze a syntéze signali nadla wavel etova transformace v oborech
jako jsou telekomunikace, sonarova a radarova technika, seizmologie, meteorologie, |1&-
karstvi ad. V téchto oborech se pouziva bud pro ¢asové-kmitottovou analyzu signalll,
pro rekonstrukci a restauraci ne(plnych &i silné zarusenych signalll, nebo pro kompresi
dat. Na tomto posledné jmenovaném poli dosahuje wavel etova transformace vynikgjicich
vysledki, zeiména pfi kompresi digitalnich obrazll, coz dokazuje napf. nové zavadény
standard wavel etove obrazové komprese JPEG 2000 [43].

Zminéné obory tvori tézisté aplikaci waveletové transformace, nybrz jeji okrajovée
(avsak neméné dlilezité) vyuziti miizeme nalézt také v teoretické matematice (aproximacni
teorie, numerické feSeni diferencialnich rovnic, [4, 29]) nebo dokonce v oblasti zpracovani
hudby [5, 11]. Pro pfehled méné obvyklych aplikaci viz [4Q].

Hlavni zasluhou waveletové anayzy je, Ze pfinesla novy typ reprezentace signalti a
rozsifilatak soubor nastrojli pro jejich zpracovani. Ve srovnani s obvyklym fourierovskym
pFistupem pozorujeme lepsi, alei horsi vlastnosti. Pouziti wavel etovych technik tedy neni
univerzalni, ale pro kazdy typ Glohy je tfeba dobfe zvaZit jeho vhodnost.

Matematicka teorie waveletové transformace se vyvijela dlouha |éta vedle prvnich
praktickych inzenyrskych aplikatnich experimentll, aniz by se tyto oblasti stfetly. Pocat-
kem osmdesatych let dvacatého stoleti upozornil na vzgemnou Uzkou provazanost téchto
dvou oblasti francouzsky vedec Stéphane Mallat a odstartoval tak ,, waveletovou revoluci®.
Spolupraci mezi zminénymi dvéma oblastmi se poté velmi intenzivnim zplisobem zatala

dotvaret jak sofistikovanateorie, vychazejici z funkcionanich prostord, tak také stale nove



a nové aplikace. Tento trend stéle jeSté pokraCuje, prestoze v poslednich letech ne tak
bourlive.

Budouci vyvoj v této oblasti sméfuje k systemlim, které jsou po formalni strance zobec-
nénim waveletll a jeZ jsou vice prizplisobeny konkrétnim Gloham na Gkor univerzalnosti
jglich pouziti. Tojsou napf. dnesjiz velmi rozsifené biortogona ni wavel ety, frejmy (frames)

a Rieszovy baze [[9, 46], neortogonalni a neliplné systémy [18, 147].

1.2.1 Vyuziti waveletovych metod pri zpracovani re€i

Waveletova transformace se uplatnila také v nékterych oblastech zpracovani feCovych
signalll. Protoze Ye¢ ma priblizné stacionarni povahu pouze pro jeji velmi kratke seky,
fourierovsky typ zpracovani, ktery vychazi z nekonecné dlouhych harmonickych bazovych
funkci, neni pro urCité aplikace vhodny. Waveletova transformace, umoznujici ze své
podstaty reprezentativng Si pohled nasignal z kratkodobého hlediska, se pokusilastandardni
metody zpracovani FeCi vylepsit.

Publikace [36,61] ukazuji, Ze pfi detekci zakladniho tonu feci Fy mawaveletovatrans-
formace nékolik vyhod vCetné odstranéni problému dvojnasobeni zakladniho kmitoctu.

V oblasti segmentace Feci na fonemy [[41] waveletova transformace nepredCila tradicni
metody, zejménaz toho dlivodu, Zefetovy signal jevelmi proménlivy aneni moznévsechny
jeho aspekty zachytit pomoci pevné wavel etove baze.

Prinosem v oblasti potlacovani rtiznych typl Sumi v pozadi fei se stalametodawavel e-
tového vyhlazovani spektrogramu Sumu [32, [42]. Pouziti takto vyhlazeného spektrogramu
podle vyzkumneé zpravy [61] prineslo zlepSeni SNR v priiméru o 3-5dB.

1.2.2 Waveletové metody pro separaci signalu od Sumu

Zaklad pro vSechny wavel etovétechniky separacebyl polozenv ¢lanku [[17]. Zdeby! uveden
princip Gpravy waveletového spektra po ortogonani transformaci za Ucelem odstranéni
Sumu. Metodologie, kterou jgi tvlrci nazvali Waveshrink, vychéazi z vlastnosti waveletove
transformace koncentrovat podstatnou ¢ast energie do nékolikamal o koeficientll. V pripadg,
Zesignal neni pohlcen Sumem, stali vypustit,, mal€* koeficienty, kteréreprezentuji Sumovou

slozku. Autofi také ukazali, ze v urCitém statistickém smyslu ma tento pristup optimalni



vlastnosti.

Nazakladététo metody bylapostupnévystavénariiznazobecnéni avylepseni. Napriklad
Silverman a Johnstone [[2Z] zobecnili tuto metodu i pro barevny (korelovany) Sum.

Dale byly zkoumany prinosy pristupu ,wavelet shrinkage® [48], coz je jesté obecng §i
pristup k Gpravé koeficientll, nez bylo zakladni prahovani pouzité v ¢lanku [[17].

Plivodné pro kompresi otisk{l prstli pro FBI byla uréena nova metoda, kterou prinesli
Wickerhauser a Coifman [[10] a kterase nazyva, wavelet packets‘. Tato metoda se ukazala
byt vhodnou pro daleko Sirsi skalu problemdl. Stejni autofi zaroven ukazali, jak vybirat op-
timalni wavel etovou bazi, ktera se co nejvice pfimyka charakteru zpracovavaného signalu.
PYi zvoleni takovéto baze je mozné dosahnout lepsich vysledkil i v separatnich Glohach.

U waveletove separace signalu od Sumu pomoci prahovani je nutné zvolit tzv. pra
hovaci pravidlo, které fika, jakym zplisobem bude zachazeno s koeficienty, které nebyly
vynulovany. V zakladni metodé existuji dvé pravidla—tvrde amékke prahovani. V zhledem
k tomu, Ze obé tato zékladni pravidla kromé specifickych vyhod také trpi specifickymi ne-
dostatky, byla pozdgji uvedenajesté dalsi pravidla, ktera se snaZi prihodné viastnosti obou
typli kombinovat [48, 66, [70].

Na prahovaci pravidla miizeme nahlizet z perspektivy matematické statistiky av tomto
smyslu posuzovat jejich vlastnosti. Statistickou technikou ,, Exact Risk Analysis® 1ze od-
vodit nékolik veli€in, které charakterizuiji zakladni znaky prahovacich pravidel [6, 123, 124].
V literatufe v&ak chybi pravé takovy typ analyzy u tzv. hyperbolického prahovani, coz je
jeden z nestandardnich typl; zfejmé to je z dlivodu, Ze je nutno analyticky vyjadfit velmi
speciani integraly.

Rovnéz chyhbi Sifeji pojaté pojednani, které by se zabyvalo srovnanim viastnosti vdech
pouzivanych pravidel v jednom celku.

Statistické vlastnosti byvaji v literatufe uvadeny pro speciani pripad jednotkového
rozptylu Sumu, tj. o = 1. Dlkaz, Ze tento predpoklad neni na (jmu obecnosti, a zefména
jakym zplisobem vlastnosti prepocitat na pfipad Sumu s jinym rozptylem, v dostupné
literature také neni uveden.

Nutno poznamenat, ze waveletové metody separace signalll jsou omezeny na pripad,
kdy aditivni 3um maznamé (nebo alespon odhadnutelné) statisticke vlastnosti. Cim vice se

sum ,,blizi“ bilemu, tim vySSi ¢innost metody zaznamenavaji. Pro separaci dvou signalll



deterministického charakteru (napf. fe€ a hluk motoru) metody selhavaji.

1.2.3 Wavdetova transfor macerealizovatelna v realném case

Za souCasnéeho stavu vyvoje problematiky neni mozné aplikovat waveletovou transfor-
maci pro zpracovani signalli v redlnem Case. Autori se zabyvaji teoretickymi i praktickymi
aspekty waveletove transformace, avsak pouze pro zpracovani signau , off-line“Q; v sou-
¢asnem stavu poznani chybi sofistikovany algoritmus, ktery by tento zplisob zpracovani
umoznil.

Jestlize néktefi autofi pristupuji k sekvencnimu waveletovemu zpracovani dat, tzn.
po segmentech, napi. [[11), 6], voli jgich délku a prekryti ad hoc a kompenzuji pak
vznikla zkresleni priimérovanim ¢i vazenim vystupnich segmenttl. Jak bude ukazano v této
dizertatni préaci, |ze vak vyvinout algoritmus, pomoci néhoz se urci prekryvy segmentil a
zplisob jejich zpracovani tak, ze k zadnému zkresleni nedochaz. Vyvoj takového algoritmu
je Ukol znatné obtizny a vyZaduje hlubokou znalost algoritmu wavel etové transformace,
nebot do Uvahy se musi vzit proménné veliciny jako délka segmentu, délka wavel etového

filtru av neposledni fadé pocet Grovni dekompozice.

4tzn. predpokladame-li znalost celého priibéhu signalu predem
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2 Ciledizertatni prace

Na zakladé rozboru stavu soutasné problematiky uvedeného v kapitolell byly formulovany

cile této dizertatni prace:

e Srovnat pét druhli prahovacich pravidel nazakladé statistické analyzy rizika. K tomu
bude tfebanal ézt vzorce stfedni hodnoty, rozptylu arizikovéfunkce pro hyperbolické
prahovani, a v pfipadé nelispéchu vyjadrit tyto statistiky alespon numericky. Dale
uveést dilkaz, Ze predpoklad jednotkového rozptylu o = 1 neni na (jmu obecnosti,
a uvest z toho plynouci vypocty statistickych velicin pro pfipad o # 1 pomoci
predchoziho pripadu.

e Prozkoumat, zda a jak velky pfinos ma zména wavel etove baze (technika ,, wavel et
packets’, ktera se v minulosti ukazala prinosnou v oblasti efektivni komprese obra-
zovych dat.) pro feCove signaly zatizené Sumem. Tento pFinos posoudit kvantitativné

i kvalitativné.

e \ytvorit algoritmus, pomoci kterého bude mozné wavel etovée zpracovani diskrétniho
signalu po segmentech, tj. zeiménav rednem Case. Sofistikovany algoritmus tohoto
typu, ktery by nevnasel do zpracovavaného signalu zkresleni, zatim nebyl vyvinut.
Novy a goritmus bude pfitom vyuZivat postupy pouzivane ve standardni wavel etovée

transformaci.
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3 Vychozi poznatky z matematiky

ateorie zpracovani signalll

Ukolem této kapitoly je uvést, prip. ozfejmit néktere pojmy, jez budou v priibéhu dizertagni
préace Casto pouzivany. Abychom tuto kapitolu ne€inili priliS podrobnou a zdlouhavou,

v nékterych pripadech se odvolavame nalliteraturu.

3.1 Matematika

Obvykly zakladni aparat vektorovych prostor i prebirame z [[37, [14]. V oblasti funkcional-
nich prostortl, ze které vychazi také teorie waveletll, se ¢asto pracuje s Hilbertovymi pro-
story. Jsou to Uplné vektorove prostory s definovanym skal arnim soucinem. Skalarni soucin
dvou prvki z, y z vektorového prostoru budeme znatit (z, 7). Pomoci skalarniho soucinu
je mozné vzdy definovat tzv. indukovanou normu ||z|| = +/(z, z).

Jako priklad vektorovych prostorti miizeme uvést prostory funkci

00 1/p
LP(R):{f|(/OO\f(t)\pdt) <oo}, 1<p<oo (3.1

(integrd uvazujeme v Lebesgueové smyslu [37]). V textu této prace budeme pracovat
v prostoru L?(R), ktery je dokonce Hilbertovym prostorem; L!(R) v&ak neni! Dal&imi
typickymi Hilbertovymi prostory jsou R™ (C™), prostory vSech redlnych (komplexnich)
vektorli delky n.
prostoru £ je mnozina prvkl E, které jsou linearné nezavislé a uzavér jeich linearniho
obalu jeroven prostoru E. Dva nenulové prvky x,y € E nazyvame ortogonalnimi, pokud
pro né plati (x, y) = 0. Pokud navic ||z|| = ||y|| = 1, Fekneme, Ze x, y jsou ortonormalni.
Ortogonalni, resp. ortonormalni baze E je pak takova baze F, jgiz kazdé dva prvky jsou
vz emné ortogonalni, resp. ortonormalni.

Pokud A je regularni ¢tvercova matice (tj. ma plnou hodnost), pak symbolem A~!

oznatujeme matici inverzni k A, pronizplati AA~* = A~*A = I. Rekneme, 7e matice A
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je ortogonalni, pokud plati AT = A~!. Takova matice ma vlastnost, ze vektory ve viech
jejich sloupcich jsou navzajem ortonormalni, nebot ATA = A~'A = I astgné tak ve
vdech fadcich, nebot AAT = AA-1 =1.

Budeme-li hovofit o waveletovych paketech (kap. B), je vhodné k tomu vyuzit termi-
nologie teorie grafll. Zakladni pojmy jako graf, uzel, hrana, cesta z uzZlu do uzlu, nasled-
nik, pfedchlidce prebirame z [[31]. Matematické struktury teorie grafti obvykle vyjadiuiji
intuitivni predstavu néakéeho redlneho objektu. Typ grafl, jimiz vyjadiujeme strukturu
wavel etovéeho paketu, se diky sveému charakteristickému tvaru nazyvaji stromy. Vzhledem
k tomu, Ze kazdy uzel wavel etového paketu mabud dvanebo zadného naslednika, mluvime
0 binarnich stromech. Uzly, které nemaji naslednika, nazyvame prirozené koncové uzly,
prip. listy. Hloubkou uzlu ve stromu budeme rozumét délku cesty do tohoto uzlu z tzv.
korenového uzlu. Hloubkou stromu budeme rozumét délku nejdelSi cesty v tomto stromu.
Uplny binarni strom hloubky d je binarni strom, jehoz véechny listy maji hloubku d.

Zakladni aparat pravdépodobnostnino pottu prebirame z ucebnice [J]. VSechny na
hodné veliciny, se kterymi budeme pracovat, jsou definovany na stejnem pravdépodob-
nostnim prostoru (€2, A, P). SkuteCnost, ze nahodny vektor Y ma rozlozeni o hustoté
f(y, ¥), budeme vyjadiovat zapisem Y ~ f(¥). Specidlné pro nahodny vektor, ktery
ma p-rozmérné normalni rozlozeni o stfedni hodnoté m a kovarianCni matici X, pi-
Seme Y ~ N,(m, X). Hustotu pravdépodobnosti standardizovaného norméalniho rozlo-
zeni N(0, 1) znaime ¢(z) aje definovana vzorcem p(z) = V% e~ . Distribuéni funkci
N(0,1) znatime ®(z) a je definovana ®(z) = [*_ ¢(x)dz. V daldim textu, zfména

v dllkazech a odvozeni, vyuZivame nékteré jejich vlastnosti:

p(—z) = p(z) (3.2)
O(-z) = 1- () (3.3)
d(gix) = —xo(x). (3.4)

3.2 Teoriezpracovani signalll

Pokud budeme mluvit o signalu, budeme mit namysli bud funkci v b&ném slova smyslu

(ve spojitém pripadé) nebo posloupnost (v diskrétnim pripadé). Ze souvislosti bude vzdy
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zigimé, o ktery pripad se jedna. Posloupnosti a jgich slozky budeme znacit stejné jako
koneCné vektory, napf. x = (..., x_1, Zg, T1, Ta, - . .).

Konvoluci dvou diskrétnich signalli rozumime signal z = x * y, kde je definovano
Zn = ;. Tk Yn—i. POKud x je vektor délky n € N ayy vektor délky m € N, pak z madéku
n+m—1.

(Diskrétnim) linearnimfiltremrozumime operator F, ktery provadi zobrazeni z prostoru
vSech posloupnosti P na tentyz prostor (tj. transformuje , vstupni* signa na ,vystupni®

signal) aplati pro ng
Flax+y) = oF(x)+ F(y) provsechnax,y € P,a € R. (3.5)

Lze ukazat, ze kazdy linearni Casove invariantni filtr [51] je jednoznatné reprezentovan
posloupnosti f ve smyslu F(x) = f % x pro kazdé x € P. Linearni Casové invariantni
filtry budeme dae nazyvat jednoduse filtry. Posloupnost f nazyvame impulzni odezvou
filtru F, nebot polozime-li za x jednotkovy impulz, vystupem bude pravé posloupnost f.
V zhledem k predchozimu si dovolujeme nazyvat filtrem i samotnou posloupnost f. Pokud
f makonecny potet nenulovych prvk, fikame, Ze jde o filtry s kone¢nou impluzni odezvou
(FIR), jinak fikame, Ze jde o filtry s nekonecnou impluzni odezvou (11 R).

Funkci F(z) = >, fx 2", pokud souCet existuje alespon pro jedno z € C, nazyvame

Z-transformaci signalu f. Jgji hodnota vyjadfena pouze na jednotkové kruznici, tedy
F(e®) =) fre ™, (36)
k

nazyvame kmitoctovou odezvou filtru f. F'(¢™) mlzeme chapat jako komplexni funkci

proménnéw alzeji tedy rozlozit jako
F(e®) = A(w) - e 0@ (3.7)

na amplitudovou kmito¢tovou odezvu A(w) = |F(e™)| a fazovou kmitoctovou odezvu
O(w) = arg F(e™). Lze snadno ukazat, ze F'(¢) je 2w-periodicka vzhledem k thlovéemu
kmitoCtu w.

Filtr f nazveme horni propusti, pokud plati, ze amplitudova kmitoctova odezva je na
kmitoCtu w = 7 nenulovaanakmitoftuw = 0 nulova, tj. |F'(—1)| # 0, |F(1)| = 0. Filtr f

nazveme dolni propusti, pokud plati [F'(1)| # 0, |F(—1)| = 0 [39].
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4 \Waveletova transfor mace

V této kapitole jsou uvedeny nezbytné zaklady teorie waveletové transformace. Nejprve
je princip rozkladu funkce (signalu) do mnoZziny bazovych funkci (bazovych signall)
vysvétlen v oblasti spojitého Casu (integralni wavel etova transformace, CWTﬁ adiskrétni
waveletovatransformace, DWT), ¢asti ]l V Casti B2 bude zavedenatzv. méFitkovafunkce,
dblezita pro odvozeni mnohoméfitkove analyzy. V Casti 23 je pak vysvétlena anal ogicka
podoba waveletové transformace v oblasti diskrétniho Casu (tzv. konecna diskrétni wa-
veletova transformace, DTWTH), které se budeme vénovat ve zbytku prace, a jgi Uzka

souvidlost s linearni filtraci signalli.

4.1 Integralni waveletova transformace

Teorie waveletove analyzy je podobneé jako Fourierova analyza signalu budovana obvykle

pro funkce z prostoru L?(R), coz je mnoZina vech (komplexnich) funkci definovanych

L2<R>:{f /Oo|f<t>|2dt<oo},

kde integral je uvazovan v Lebesgueoveé smyslu [14, [37]. Tyto funkce pfedstavuiji signaly

naR

s kone€nou energii. Vnitfni sougin, resp. normu v L2(R) definujeme
()= | g (@)

resp.
1l = / TR 4.2)

[e.o]

Waveletem nazyvame funkci ¢ € L2(R) spliujici tzv. podminku pripustnosti
—~ 2
~ [ D)
/ — dw < o0, 4.3

o |l

ContinuousWavelet Transform, proto v teské literatufe najdemei nazev spojitawavel etovatransformace
2Discrete-Time Wavelet Transform, rovn&z byva pouzivan nazev Finite Discrete Wavelet Transform
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kde@g pfedstavuje integralni Fourierovu transformaci funkce ). Podminka pfipustnosti je
postacujici podminkou pro existenci inverzni integrani waveletove transformace. Da se

ukazat, Ze v pfipadé ) € L}(R) N L3(R) diky @3) musi rovnéz platit

/OO WY(t)dt =0, (4.9

podminkanulové priimérné hodnoty. Dohromady s € L?(R) tolzefyzikanéinterpretovat
tak, ze wavelety nutné musi mit oscilatoricky charakter a jejich kmity musi byt tlumeny
smérem K +oo.

(Integrani) waveletova transformace funkce (signalu se spojitym ¢asem) f je defino-
vana -

CWT(a,b) = |a| 2 /oo Ft) v <¥) dt (4.5)
proa € R\ {0},b € R. Prokazdou f jeto funkoée dvou spojitych proménnych; b vyjadiuje
posunuti ¢ v Case, resp. a vyjadiujezménu méfitkal. Koeficient |a| : jezdekvlli zachovani
al "% v (52)| =

|2(t)]]. Podobné jako u transformaci Fourierova typu v3ak i zde staCi pro jednoznacnou

normy v L?(R) (tj. energie), tzn. aby pro kazdé pripustné a platilo

existenci inverzni transformace brét v ivahu pouze vybrané z funkci ¢ (=2): definujeme-li

spocetné mnoho funkci
Yix(t) =279 (279t — k), jkeZ, (4.6)
pak vzorcem
DWT,(.0) = (f0ss) = [ SOTa0dt ke @47)

definujeme tzv. diskrétni waveletovou transformaci. Jinymi slovy, DWT je vzorkovanou

verzi CWT nasiti parametrlia = 27, b = 27k, j, k € Z, nebot plati

CWT, (27, 27k) = \2]‘}‘1/2/00 F(O) DTt — k) dt

_ / O TIRRE =R dt
(f, i) = DWTy(j, k).

Néazev , diskrétni“ je odvozen od diskrétni (i kdyZ nekonetné) mnoziny parametri trans-

formace j, k.

3tzv. translace, resp. dilatace
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Obr. 4.1: Matersky wavelet typu Haar.

Byly nalezeny funkce ¢ takové, ze {1, .} xez j€ Uplnou ortonormalni bazi L?(R). Pak

libovolnou funkci f € L?(R) Ize vyjadrit souétem wavel etové fady

F) =" (f i) in(t), (4.8)

J,k€EZ

pfi&emz rovnost plati pro skoro véechnat. Cislo cir = (f,¥;,) Nazyvame j, k-tymwavele-
tovym koeficientem funkce f. Promnozinu {c; ;. } ; xez pouzivame pojmenovani wavel etové
spektrum funkce f, funkci ¢ fikame matefsky wavelet.

Byly dokonce nalezeny ortonormalni baze L?(R) takove, ze jgi prvky (funkce) maji
kompaktni nosic, tj. |ze nalézt ohraniCeny interval takovy, ze mimo ng§ mafunkce nulovou
hodnotu. Prikladem takovych funkci jsou wavelety typu Daubechies [[12], obr. 22, nebo
nejjednodussi tzv. Haarliv wavel et (obr..T).

Kompaktnost nosice waveletu hraje Casto diilezitou Glohu. Fakt, Ze wavelet 1) je vné
ngakéeho ohraniCeného intervalu nulovy, znamena, ze pfinos kazdého jeho posunuti a
smr&téni ¢; ;. k analyzované funkci je pouze lokalni (délkaintervalu zélezi na zvoleném j,

¢im vySSi 7, tim del$id délkaintervalu plisobnosti konkrétniho wavel etu).

497 kréat
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Obr. 4.2: Priklad dilatace a translace matef'ského waveletu. Funkce ¢ = g o je originalni
wavelet typu Daubechies 2, funkce 1)_; » je odvozeny wavelet s dilatacni konstantou j = —1
(tedy je 27 = 2-kréat ,uzs“ nez original) a konstantou translace k = 2 (wavelet je posunut

doprava na &iselné ose). Diky normalizaénimu koeficientu je zaroveil 2-7/2= /2 -krét , vy&

nez original. Tyto dvé funkcejsou ortonor malni.

4.2 MR-analyza

M

Pojem ,MR-analyza' neboli mnohoméFfitkova analyza pro rozklad signalu do bazovych

~ s

funkci rliznych méfitek pochazi z anglického nazvoslovi (multiresolution analysis, MRA)

A

Koncept MR-anayzy vychazi z toho, ze velké hodnoty méfitka j koresponduji s reprezen-
taci trendu v signalu, zatimco pro j — —oo bazovéfunkcey; , vystihuji detailngsi chovani
signdlu. To umozni rozlozit jakykoliv signél i s nespojitostmi nebo s ostrymi hroty.

Pro pripustny wavelet ¢ |ze formalné tento rozklad zapsat
L*R)=..0W,aWeaWedW_ 1 0..., (4.9

~Nr

kde ¢ znaCi ortogonalni soucet prostorll funkci. Pokud navic existujetzv. méfitkovafunkce

SV Geské odborné literatufe se pouzivaji rovnéz oznateni analyza o vice (rovnich rozlideni, analyza

s nékolikanasobnym rozlisenim.
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¢ € L*(R), ktera generuje MR-analyzu {V; } ez v L?(R) (pfesnou matematickou definici

viz [27,[14]), pak plati
Vi=Vinn®Wn (4.10)

arozklad (£39) 1ze upravit na
LRy =VioW,oW,_10W,2®... (4.11)

pro libovolné pevné zvolené ;. V uvedenych vztazich

W; = {w(t) wt) = Y sipthx(t), sj,keC}, jeL (4.12)
jiz_oom

Vi = {x(t) z(t) = Z Z Sik Yin(t), sik € C} (4.13)
1=00 k=—o00

= {x(t) o(t) = > sixdin(l), sin € (C} , JEL, (4.14)

k=—o0

kde definujeme ¢, = 277/2 ¢ (279t — k). Prostory V;, W;, W;_4, . .. jsou (pro kazdé zvo-
lené j € Z) navzgem ortogonalni, tzn. pro libovolné dvé funkce z navzgiem rliznych
prostorll, f, g, plati (f,g) = 0. Kazdou funkci f € L*(R) tak lze rozlozit pomoci MR-
analyzy jako soucet navzajem ortogonal nich funkci, napr.

F@ =Y andt =0+ D bt (4.15)

lez k,j€Z,5<0
A

J

v~

cVo

kde ag;, b x € C jsou soufadnice f v bazich prostorli Vo, Wy, W_1, W_, .. .. Pfiklad MR-
analyzy, kdy f povazujeme za prvek prostoru Vo = Wy & Wo @ W3 & Wy & Wy & Vs,
ilustruje obrazek £33

V zakladu MR-analyzy lezi dva dllezitée vztahy vychazejici z @I0), tzv. méfitkova

rovnice .
G(t)=V2 Y ho (2t —Fk) (4.16)
k=—o00
awaveletovarovnice .
V() =V2 D geo (2t —k) (4.17)
k=—00

pro danéposloupnosti (soufadnic)h = (..., h_1,hg, h1,ha,...)ag = (..., 9-1,90, 91,92, - - -)-

Tedy funkce ¢ av) se obédaji vyjadrit jako linearni kombinace posunuti dvakrat ,, smrstené"

méfitkove funkce ¢(2t).
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Obr. 4.3: Ukazka MR-analyzy Gseku hudebniho signalu provedené s waveletem DaubechiesFadu 2. V grafech v levém sloupci jsou detailni a

aproximacni koeficienty jednotlivych Grovni, v prostfednim sloupci jsou prispévky jednotlivych podprostor (i, od zdola nahoru Vs, Wi, . ..

v pravém sloupci jim prisusné ¢astetné soucty. Vpravo nahoreje vychozi signal.
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Pro kazdy wavelet jsou vektory h ag pochopitelnéjiné.

4.2.1 Wavelety s nulovymi momenty v MR-analyze

Dullezity koncept predstavuji tzv. nulové momenty. V této sekci dale pracujeme pouze
s wavelety, které maji kompaktni nosi¢. Rikame, 7e wavelet ) ma u nulovych moment,
jestlize
/Oo@b(t)tidtzo proi =0,1,...,u—1. (4.18)
Kazdy pfipustny wavelet ma alespon jeden nulovy moment, jak plyne z podminky (£.4).
Nulové momenty |ze interpretovat takto: mé-li wavelet ¢ u nulovych momentd, pak
v&echny polynomy az do fadu u — 1 lze vyjadfit jako linearni kombinace celoCiselnych
posunuti méfitkove funkce ¢(t — 1), € Z. To tedy znamena, ze pokud podrobime MR-
analyze (viz oddil &2) polynom p(t) fadu ngjvyse v — 1, vSechny detailni waveletové
koeficienty
= [l p(oar (419

budou nulove pro j > OH To je pro naSe dasi Gvahy velmi dllezité, nebot pokud by se
v signalu hladkého charakteru vyskytla, singularita*, odrazila by se tato skutetnost v MR-
analyze tim, Ze pouze v misté prislusném této singularité by koeficienty c;; pro urcita
j byly vyznamné nenulové. Tento princip je velice dobfe vidét v obrazku v grafech

prislusnych tfeti a Ctvrté Grovni dekompozice.

4.3 Konecnadiskrétni waveletova transfor mace

V praktickych Glohach ovsem nejCastgji pracujeme s diskrétnimi signaly konecnée déalky.
Pro tento typ signal{i je mozno z integralni wavel etové transformace odvodit jeji verzi pro
diskrétni signaly, obdobné, jako je tomu obvyklé napf. u Fourierovy transformace. Tuto
transformaci nazyvame konecnou diskrétni waveletovou transformaci a zna€ime zkratkou

DTWT. DTWT miizeme vyjadfit pomoci ortogonal nﬂ matice W fadu n x n [48, kap. 4].

®Bylo by formalné nespravné zapsat c; . = (p, 1; 1), nebot p & L2(R).
’matice W miize byt v pFipadé volby urgitych typli okrajovych podminek [39, kap. 8] pfi waveletové

transformaci od ortogonality ,, nepatrné* odchylena
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Tato matice obsahuje specialng usporadané prvky z vektorlth ag. Jelliy = (y1,...,yn) "
vektor délky n, pak jeho konetnou diskrétni waveletovou transformaci je vektor d =
(dy,...,d,)", Ziskany jako soucin

d=Wy. (4.20)

Inverzni wavel etovou transformaci je mozno diky ortogonalité W vyjadfit jako
y=Wld=W'd. (4.21)

Z predchoziho popisu vyplyva dulezita vliastnost wavel etové transformace — jgi linea-

rita.

4.3.1 Souvislost DTWT slinearni filtraci signalu a Mallattv pyrami-

dovy algoritmus

PFi provadéni konecné diskrétni waveletove transformace |ze nasobeni vektoru y ortogo-
nalni matici W nahradit pyramidovym algoritmem, ktery pochazi od S. Mallata [27, 28] .
Mallat vyuzil pevné daného fadu ve struktufe matice W' a diky tomu vyvinul nasledujici
rekurzivni algori tmus:H

Vstupni vektor y filtrujeme filtrem typu dolni propust h, resp. filtrem typu horni pro-
pust g. Tyto filtry jsou specialni, tzv. kvadraturni zrcadlové filtry, viz [39], ajak jiz bylo
naznateno, jeich souvislost s méfitkovou funkci ¢, resp. s prislusnym waveletem ) je
dana rovnicemi (418 a (@.1I17). Vysledné posloupnosti decimujeme, tj. vypustime z nich
kazdy druhy vzorek. Tim ziskame nové posloupnosti (pfiblizné dvakrat kratSi nez vstupni
signd). Koeficienty takto ziskané pomoci g nazyvame detailnimi waveletovymi koefici-
enty a koeficienty ziskané pomoci h nazyvame aproximacnimi waveletovymi koeficienty
vstupniho signalu. Tento jeden krok wavel etové dekompozice je znazornén naobrazkud.4.
Detailni koeficienty uchovame a pravé popsany zplisob miizeme opakovat s tim, Ze misto
originaniho signalu y podrobimefiltraci a decimaci vektor aproximatnich koeficientd.

PocCet takto provedenych filtraci je volitelny a nazyvame jg hloubkou dekompozice.

Méali vstupni signal délku s, maximalni hloubka dekompozice d,,., j€ omezena vztahem

8nekdy se Mallatovu algoritmu Fikarychlawavel etovatransformace (FWT, Fast Wavel et Transform), jako
analogiek algoritmu FFT
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Obr. 4.4: Jeden krok waveletové dekompozice. Aproximacni koeficienty j-té Grovné (vektor
al)) jsou pomoci filtr (i h, resp. g a decimace (ozn. | 2) rozlozeny naaproximacni, resp. detailni

koeficienty Grovné j + 1.

Apax < log, s [28].

Obr. ER ilustruje Mallatliv algoritmus DTWT pro hloubku dekompozice d = 3. Pro
danou hloubku dekompozice d je wavel etovou transformaci signalu y soubor koeficienti
ulozenych ve vektorech a® , d d*b . dW.

Podobné pfi inverzni transformaci neni tfeba nasobit vektor wavel etovych koeficientll
matici W . Algoritmus rekonstrukce je podobny a goritmu dekompozice: Do posloup-
nosti aproximacnich, resp. detailnich koeficientli vkladame nuly, tj. provadime interpol aci
(nadvzorkovani), a nasledné filtrujeme filtry h, resp. g inverznimi k h, resp. g. Vysledky
seCteme, vysekneme jen potfebnou prostfedni Cast a tim ziskame aproximatni koefici-
enty prislusné k arovni o jedna niZsi. Tento postup provadime rekurzivne tolikrat, kolik je
hloubka dekompozice, az ziskame vychozi signél v Casovée doméné. Jeden krok Mallatova
pyramidového algoritmu wavel etove rekonstrukce ilustruje obrazek .8

Pouziti tohoto algoritmu znamenavel ké snizeni vypoCetni narocnosti wavel etové trans-
formace, nebot nasobeni signalu matici podle vztahu [20), resp. (@21) ma slozitost kva-
dratickou, a dale je naprosto nevhodné z hlediska pamétove narocnosti pfi vypoctu.

Detailni popis jednotlivych krok{i Mallatova algoritmu a navazujici rozbor je uveden

v Casti B2, str.[63, jako potfebny Gvod do metody segmentované wavel etove transformace.
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Obr. 4.5: Mallatdiv pyramidovy algoritmus waveletové dekompozice o hloubce 3 signalu y.
Vstupni signal jerekurzivni aplikaci filtr & g, h rozloZzen na aproximaéni a detailni waveletovée

koeficienty. Po strané je oznacena hloubka dekompozice.

a)
vyseknuti

12, h 12,8

ali+D du+D

Obr. 4.6: Jeden krok waveletové rekonstrukce. Aproximacni koeficienty j-té (rovné (vektor

a") jsou vypotitany z koeficienttl Grovnéojednavy&i (ad+1), d¥+1)) pomoci nadvzor kovani,

filtrQi b, resp. g, a vyseknuti uZitetné Casti.
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4.3.2 Kmitoctova charakteristika waveletovych filtr

Rozdilnym waveletim pfisusi rozdilné vektory h, g. Waveletlim s neohrani¢enym no-
sicem prislusi vektory s nekonenym poctem koeficientll a tedy odpovidaji IR filtriim.
Wavel etlim s kompaktnim nosi¢em, napt. wavel etlim tfidy Daubechies, odpovidaji vektory
s konecnym poctem prvki, tedy FIR filtry. Na koeficientech filtrli h, resp. g zalezi kmi-
toCtova charakteristika dolni, resp. horni propusti. |dealizované kmitoctove charakteristiky
filtrll pfi dekompozici vychoziho signalu do jednotlivych pasem ukazuje obr. E27.

Filtry pouzité ve waveletové transformaci se nékdy oznaCuji jako , oktavove" filtry.
Nazev vychazi z principu pyramidového algoritmu, kdy kmitoCtové pasmo signdlu se
rozplili, tj. horni oktaval se oddéli od zbytku kmitottll, a poté se stejna akce opakuje na
dolni poloviné kmitoGtd. Pfi rekurzivnim opakovani algoritmu timto zplisobem dostaneme
signal rozdéleny do oktav.

Zadné realné filtry samoziejmé této idedlni charakteristiky nedosahuji. Na obrazku 28
je vyobrazeno srovnani amplitudové kmitoGtove charakteristiky filtrli Daubechies fadu 2
(2-2=4 kosficienty) a fadu 12 (12-2=24 koeficientll). Vidime, ze ¢im vySSi fad filtru a
tim vice koeficientl, tim strméjSi je kmitoGtova charakteristika atim |épe jsou od sebe obé
pasma oddél ena.

Prakticky projev rozdilnych vlastnosti rliznych waveletli |ze pozorovat srovnanim ob-
razkl 23 a9 Na obou je uvedena M R-analyza stejného signalu, prvni provedena s wa-
veletem Daubechies 2 adruha s wavel etem Daubechies 12. Je patrné, ze v druhém pripadé
dochéazi k lepsi kmitottove separaci (tzn. mensi priisaky do ostatnich pasem) v jednotlivych

urovnich.

4.3.3 Waveletovéfiltry aaliasing

Zadny kmitottovy filtr nemaidealni charakteristiku tak jako na obr. 2. Pouze v pripadé
idedlniho filtru se decimace v kazdém kroku transformace neprojevi vznikem aliasingu. Je
tedy jasng, Ze pouzitim kazdého reaného filtru k aliasingu dojde, a to tim men3i mérou,
¢im strm@3&i je amplitudova kmitoctova charakteristika filtru. Jako priklad uvedme opét

charakteristiku filtrli Daubechies 2 a Daubechies 12, tentokrat na obrazcich B4 (a),(b).

9koresponduje s nazvos ovim hudebni akustiky
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Obr. 4.7: 1dealizovanéamplitudovéekmitoctovechar akteristiky filtr i h ag pfi jejich rekurzivni
aplikaci v dekompozi¢nim pyramidovém algoritmu. Decimace v kazdé Urovni dekompozice
zplsobuje , smr&téni“ kmitottové osy na polovinu. Kmitoctova charakteristika a) odpovida
waveletovym koeficientim vektoru d), dale b) odpovida a), c) odpovida d®, d) odpo-
vidad®.
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Obr. 4.9: MR-analyza stejného signalu jako v obrazku .3, tentokrat s waveletem Daubechies fadu 12. Je znatelna lepsi separ ace jednotlivych

kmitoCtovych pasem.



Waveletove filtry, které patfi do skupiny kvadraturnich zrcadlovych filtrli, jsou vak
navrzeny tak, Ze aliasing, ktery vznikne pfi dekompozici v obou vétvich transformace, se

pri rekonstrukci vyrusi [44]. Rikame, Ze jde o tzv. banky filtr{l s perfektni rekonstrukc.
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5 Waveletove pakety (wavelet packets)
avybeér ngleps baze

Waveletove pakety miizeme chapat jako zobecnéni klasického pojeti waveletové trans-
formace, ktera byla popsana vyse. Pomoci obvyklych waveletll je vygenerovana mnozina
novych funkci, ve které v3ak jiz ngjsou vsechny jgi prvky (funkce) linearné nezavisé, a
tudiz z hlediska jednoznatné reprezentace prvkl vektorového prostoru L%(R) je tato mno-
Zinaredundantni. Z tohoto systému | ze vSak vhodnym algoritmem vybrat tzv. nejlepsi bazi,
kterav zavidosti na zvolenem kritériu vybéru nejlépe vystihuje chovani signalu.

Mezi nejvyznamnéjsi aplikace waveletovych paketll miizeme zaradit [20] algoritmus
komprese otiski prstd, ktery vyvinul M. Wickerhauser pro FBI, moznost restaurace napr.
poskozenych hudebnich nahravek, nebo zlepSeni kvality separace Sumu a signal i, kterym

seV této praci zabyvame.

5.1 Waveletové pakety jako integralni transformace

PopiSme nyni strucné konstrukci wavel etového paketu. Predpokladeime, ze existuje MR-
analyzav L?(R), tedy mamefunkce ¢ a1, pro které plati rovnice @I8) a @I7). Definujme

nyni pomoci vektorli h ag posloupnost funkci rekurzivng takto:

WZn(t) = \/5 i thn(Qt - k)v (51)
k=—o00

W2n+1(t) = \/§ i ngn(2t—k3), n:0,1,2..., (52)
k=—o00

pricemz W, = ¢ aW, = . Vamnémesi v prvétadg, ze rovnice (£16), @1D) tak zlstaly

v platnosti.
Na obrazku jsou zobrazeny funkce Wy, ..., W5 vygenerované z waveletu Dau-
bechies 2.

Poznamka: Nosi¢ vdech funkci W, je obsaZzen v nosi¢i méfitkové funkce ¢ = W.

Napriklad u waveletll Daubechies tfidy N jetointerva [0,2N — 1] (viz obr.B).
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Obr. 5.1: Prlbéh funkci Wy, ..., W5 pro wavelet Daubechies 2.
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Waveletovy paket je mnozinavsech funkci
Wink(t) =2792W, (279t — k),  (j,n, k) €Z x N x Z. (5.3)

Z kazdeho paketu |ze vybrat ortonormalni bazi prostoru L(RR), atim se ziejmé zbavit
redundantni informace. Oznatime-li bazi {W; ...} jcsnen kex Pro vhodné mnoziny indext
J, N, K, pak (integralni) diskrétni transformaci funkce f ve smyslu waveletovych paketli

miizeme psat
WP (j,n, k) = / FEOWini(t)dt proje Jne N keK. (5.4)

Poznamka: Lze ukazat, ze napf. system {Wo .k tnenkez j€ Ortonormani bazi L (R).
Dikaz viz [48, str. 137].

5.2 Waveletoveé pakety
jako koneCna diskrétni transfor mace

Bylo jiz ukazano vyse, Ze pri praci s diskrétnim signalem odpovidajeden krok waveletovée
transformace filtraci horni a dolni propusti a decimaci (viz obrazky .4, A5). V dadim
kroku transformace se stginé filtraci podrobi tzv. aproximacni koeficienty. To odpovida
tomu, Ze v kazdém nasledujicim kroku pracujeme pouze s dolni polovinou kmitoctového
pasma oproti pfedchozimu kroku.

Transformace typu wavel et packets se od klasické wavel etové transformace liSi tim, ze
rekurzivni filtraci nepodrobujeme pouze aproximacni koeficienty, nybrz filtrujemei detailni
koeficienty predchozi Grovné. Tim prudce narlista pocet novych moznych reprezentaci
plivodniho signalu ve wavel etove obl asti.

Zvolime-li maximalni hloubku dekompozice d, pak kazdy z moznych rozkladli signalu
je jednoznatné reprezentovan jednim binarnim podstromem tzv. Gplného binarniho stromu
hloubky d. Tento strom nazyvame wavel etovym paketem. Kazdemu uzlu tohoto Uplného

stromu prislusi jeden vektor wavel etovych koefici ent&H Uplny binarni strom hloubky d ma

které miizeme i nadéale povazovat za detailni, resp. aproximaéni, v zavidosti na tom, zda na cesté do

prisludného uzlu byla posledni v fadé filtraci horni propust g, resp. dolni propust h
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29+1 _ 1 uzl{, které budeme znagit ¢, ¢V, ..., 2" -2 Signal je napfiklad mozneé vzdy
rekonstruovat z koeficientli obsazenych v listech Uplného binarniho stromu.

Wavel etovy paket pro hloubku dekompozice d = 3 je vidét naobr.B.2

Je ztgjme, ze koneCnadiskrétni wavel etova transformace je specia nim pripadem trans-
formace paketového typu, nebot waveletovy strom je podstromem wavel etovéeho paketul.
Take paketovou transformaci ze vyjadrfit pomoci ortogonalni nebo téméf ortogonalni ma-

tice, jak plyne z jgi konstrukce [48, kap. 4].

5.3 Hledani nejlepsi baze pro diskrétni signaly

Podstrom{ Uplného binarniho stromu je v&ak mnoho, proto vyvstava otazka, ktery z nich
je ,nejlepsim* reprezentantem signalu ve waveletové oblasti. Pfirozené se nabizi moz-
nost kazdy podstrom ohodnotit (ocenit) podle ngakého kritéria a vybrat ten s ngjlepsSim
ohodnocenim.

V praxi se pouZivaji zefméena nasledujici kritéria [48, kap. 5], ktera minimalizujeme.
Vektory = (y1,...,y,)" obsahujewaveletovée koeficienty vstupniho signdlu v pevné bazi,

zvolené z wavel etového paketul.

e Shannonovaentropie

Z lyil? Iyz (55)

||y|| P
nebo jgi pro vypocet vhodngsi ekvwal ent z hlediska minimalizace

== |yl log [y:[*. (5.6)
=1
e Ohodnoceni pomoci prahu — pro zvolenou hodnotu prahu A > 0 je ohodnoceni

C(y) rovno pottu prvkil y, pro které plati [y;| > A.

° SUREH ohodnoceni

Cly)=0*|n—2- Z 1+ Zmin{iﬁ,ﬂ}] : (5.7)

i€{jlly;|>oA}

2Stein Unbiased Risk Estimator, viz [[16]

33



h, |2 g, |2
d=1 Re)) 2
h, |2 g 12 h, |2 g 12
d=2 3 b RO 6
h, |2 g, 12| [h |2 g. 12| |h |2 g, 12| |h |2 g, |2
d=3 &7 8 9 10) 1) d12) d13) d19)

Obr. 5.2: Rozklad signalu y do Gplného binarniho stromu (waveletového paketu) hloubky d = 3. Vektory ¢V, ... 1% obsahuji waveletovée

koeficienty. Po strané je oznacena hloubka dekompozice.



kde o2 je rozptyl aditivniho Sumu s normanim rozlozenim. Toto ohodnoceni je

vhodné pro G¢ely redukce Sumu. Donoho a Johnstone [18] nalezli v jistem smyslu
optimalni volbu prahu pro toto ohodnoceni, A = /2 1n(nlog, n).

Nalézt nejvhodnési binarni podstrom pro dany signa a dané ohodnoceni obecné zna-
menaohodnotit vsechny podstromy, kterétvori bazi, tzn. pro kazdy z nich vypocitat velicinu
C(y), apak vybrat podstrom s minimalnim ohodnocenim. V pripadé, Ze kritérium manavic
vlastnost aditivity, |ze pouzit rychly algoritmus hledani nejlepsi baze (Best BasisAlgorithm,
[0, 18]). VySe uvedena ohodnoceni vlastnost aditivity maji.

Na obrézku B3 je uvedeno srovnani klasické wavel etoveé transformace a transformace
nejlepsi bazi, ze kterého je zigima vySSi (innost vystizeni signdu druhym zplisobem.
Akusticky signal o délce 512 vzorki byl rozlozen témito dvéma zplisoby do hloubky 6
pomoci waveletu Daubechies 5. V obou pripadech bylo pro aproximaci pouzito pouze
10% koeficientll s nejvySSi energii. V pripadé waveletovée transformace (WT, nahore)
bylo témito koeficienty vyjadfeno 87 % energie originaniho signdlu, v pfipadé nejlepsi
paketovebaze (WP, uprostied) teméF 94 % energie. Dolni graf ukazuje, jak v obou pripadech
zavisi procento zachované energie na procentu zachovanych koeficientll. Je zigimé, ze
transformace paketovéeho typu koncentruje vétSinu energie signau do jesté mensiho poctu
koeficientl nez obvyklatransformace. V tomto prikladu byl o pouzito ohodnoceni binarniho
stromu pomoci prahu, hloubka wavel etového stromu d = 6, nejlepsi baze vybrana z paketu
ma hloubku pouze 4. Pro doplnéni, 10% vzorkll origindniho signadlu s nejvyssi energii

obsahuje necelych 72 % energie celého signalu.

5.4 Kmitoctove vlastnosti waveletovych paketi

V transformaci ,,wavel et packet” pouZivame stejnéwavel etovéfiltry jako u,, obyCené* wa-
veletové transformace, popsané v kapitoled. Rozdil jev tom, zev transformaci paketového
typu mame na vybér z mnozstvi binarnich podstroml, z nichz pouze jediny reprezentuje
wavel etovou transformaci v obvyklem smyslu. Kazdy bazovy binarni strom zfgjmé repre-
zentuje jedno déeni osy kmitoctll, pficemz negimendi délka jednotlivych délicich intervalll

je /2%rad. Jiz nemusime spektrum délit po oktavach, ale je mozné délit libovolnou cast
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kmitoCtového spektra.

Na obrazku B4 jsou vidét amplitudovée kmitoctove charakteristiky ¢tyr uzll z wavele-
tového paketu o hloubce d = 3 (tento paket je na obrazkuB.2).

U waveletovych paketil se objevuje artefakt, se kterym se u klasické wavel etove trans-
formace nesetkame, a ktery je vhodné kratce zminit. Vlivem decimace v kazdem kroku
transformace dojde zejména k prevraceni orientace kmitoctového obsahu signalu po prii-
chodu vétvi horni propusti. To ma za nasledek, Zze hned v nasledujicim kroku vétev dolni
propusti ponechava horni polovinu spektra a vétev horni propusti naopak ponechava dolni
polovinu spektra. To vede v diisledku k vlastnosti, e uzel s ¢islem o jedna vyS&im nemusi
nutné reprezentovat prilehly Gsek kmitottove osy. Tomuto usporadani uzlt, kteréje pouzito
na obrazku B2, fikame pfirozené. Jiny typ Cislovani, kdy nasledujici uzel ve stejné Grovni
dekompozice vzdy odpovida nasledujicimu Useku na ose kmitoctll, se nazyva kmitoctove.
Oba typy Cislovani je mozné mezi sebou jednoznatné prevadét. Pro Ucely této prace vsak
rozdilné znaceni waveletovych paketli neni dlilezité. Pro podrobny vyklad problematiky
odkazujeme na[33, kap. 6].

Pro paketovy typ transformace zlistava v platnosti vse, co bylo feteno o aiasingu
v Casti B33
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Obr. 5.4: Grafy amplitudovych kmitoctovych odezev vybranych uzl@i waveletového pa-
ketu pfi dekompozici. Obrazek (a) ukazuje amplitudovou odezvu uzlu 7, (b) uzlu ¥,
(©) uzlu d19, (d) uzlu 9. Pridudné amplitudové charakteristiky (srv. obr. Bf) jsou
AD(w) = |H(e*™) - H(e*®) - H(e™)|, AS(w) = |G(e*™) - H(e*™) - H(e™)|, A (w) =
|H(64iw) - G(e®w) . H(ew)L AO) () = |G(e*™) - G(e*™@) - H(ew)|. V&mnémes, Zze uzel 7
odpovida uzlu a®) a podobnéuzel ¢® odpovida uziu d® ve stromu waveletové transfor mace.
Zbylé dva uzly, 19 a d9 jiz v klasické waveletové transformaci nejsou obsazeny. V &asti
B4 je vysvétleno, proc uzel s cisem 10 odpovida oproti otekavani niz&im kmito&tdm nez uzel

scislem 9.
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6 Waveletove potlacovani Sumu

o

Tato kapitolatvori tézisté dizertaCni prace. Ngjprve je v Casti Bl detailné rozebran princip,
na némz stavi wavel etové metody potlatovani Sumu. Ne pouZivang sim typem modifikace
wavel etovéeho spektra za timto Ucelem je tzv. prahovani. Typy prahovacich pravidel jsou
uvedeny dale v &asti B2 Cast pak navazuje statistickou analyzou téchto pravidel a

jegich kvalitativnim srovnanim.

6.1 Princip waveletovych metod potlacovani sumu
Nezadouci Sum v signdlu ma obvykle aditivni charakter a proto je vhodné uvazovat model
X =f+e, (6.1)

kde X = (Xi,...,X,)" je nahodny vektor (konetny diskrétni nahodny signd), f =
(fi,- s fa)T = (f(t),..., f(t,))" pro ngakou funkci f a ekvidistantné vzdalené body
ti,...,t, (deterministicky, analyticky signdl), ae = (e1,...,¢,)" je nahodny vektor s n-
rozmérnym normanim rozlozenim, e ~ N,,(0, o*L,,).

Wavel etovou transformaci vyjadfenou pomoci matice W prejde vztah 1) s vyuzitim
linearity v

Y=b+u, (6.2)

kde Y = WX,b = Wf, v = We. Diky ortogonalitétransformaceplati v ~N,, (0, ¢*L,,),
tedy rozlozeni pravd&podobnosti Sumu zlstalo stejné [[3]. Oznaéme pozorovani nahod-
nych vektorll X, e, Y, v, pofadé symboly x,e,y,v. Vektory y = (y1,...,y.) " ,b =
(bi,....by)", v = (v1,...,v,)" tedy predstavuji waveletove koeficienty pFislusné vekto-
rimx, f, e.

Cilem waveletového potlatovani Sumu je nalézt vhodny modifikatni pfedpis o(-) tak,
aby odhad b; = 6(y;) ~ b; byl v n&§akém smyslu dobrym odhadem b;. Koeficienty b; totiz
jsou waveletove koeficienty pfislusici signau nezatizeného Sumem. Po Upravé wavel eto-

vych koeficientll navratime pomoci matice W signal do vychozi domény. Tim ziskame
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Obr. 6.1: Princip prahovani. Hodnoty pod prahovou Grovni (Cervena barva) jsou vynulovany

a zbylé (modra barva) se dale zpracovavaji.

signa s potlatenou Sumovou slozkou. Tuto v principu jednoduchou metodologii nazvali
jgi autofi Donoho a Johnstone [17] WaveShrink.

Popsany pristup je analogii klasické fourierovske filtrace, kde podobné upravujeme
Fourierovy koeficienty signalu. AvSak u waveletove anayzy je prispévek kazdého koefi-
cientu pouze lokani (nebot wavelet je tlumeny smérem k +oo, pfipadné ma dokonce
kompaktni nosic), takze waveletova reprezentace dovoluje timto zplisobem konstruovat
lokalné adaptivni filtry, coz je vynikgici rys ve srovnani se zminénymi fourierovskymi
filtry, kde efekt kazdého koeficientu je obecné globalni [45].

Byla vyvinuta fada technik, jak konstruovat odhady b; = &(y;). Mezi nejpouzivangjsi
metody patfi tzv. wavel et shrinkage [48, kap. 6]. Specianim typem téchto technik jsou tzv.
prahovaci techniky. Jgjich princip je nasledujici: hodnoty v;, kteréjsou v absolutni hodnoté
mensi nez zvoleny prah A > 0, jsou vynulovany a ostatni jsou bud ponechany nebo jesté
dale upraveny. Z toho je zZiggmé, ze prahovani je nelinearni operaci na datech. Prahovani
Ize formané pojmout jako testovani hypotézy, ze jednotlivy waveletovy koeficient repre-

zentuje deterministicky signél oproti aternative, Ze reprezentuje aditivni Sum [48]. Princip
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prahovani je znazornén na obr. 611

Waveletova transformace ma tu vynikgjici vlastnost, ze koncentruje podstatnou Cast
energie obsazené ve vektoru f do pouze maého pottu waveletovych koeficientll b; (viz
obr.E3 dole). Tento fakt spolu svlastnosti v ~ N,,(0, 0%L,,) implikuje avysvétluje princip
wavel etovéeho potlatovani Sumu. Pfi vhodné zvolené hodnoté prahu A se totiz prahovani
(vynulovani) nedotkne koeficientll y;, které reprezentuji predevdim deterministicky signal,
ale naopak zasahne ,,mal&" koeficienty y; reprezentujici aditivni Sum.

Prahovani podrobujeme pouze detailni koeficienty, nebot’ aproximacni koeficienty vy-
jadfuji trend v signélu, a ten neni vhodné prahovanim modifikovat. Jednotlivé Grovné
detailnich koeficientl | ze navic prahovat s navzagjem rliznymi hodnotami prahu.

Podle zplisobu Uprav koeficientl y; rozlisujeme rtizné druhy prahovani (viz nize).

Poznamka: Pro transformaci paketového typu plati vSe, co bylo uvedeno vySe v tomto
oddilu, nebot tato transformace je rovnéz reprezentovana ortogonalni matici W. Divod
pro mozneé pouziti waveletoveho paketu, presngji jeho nejlepsi baze, je ten, ze miize dojit
k jesté vétsi koncentraci energie celého signalu do nékolikamal o wavel etovych koeficientd
nez u klasické waveletové transformace (viz priklad na obr.B53). Tak miize dojit jesté ke

zvySeni UCinnosti separace signalu a Sumu. Praktické vysledky viz kapitolu[Z.

6.2 Typy prahovacich pravidel

V této Casti je vysvétleno, jakym zplisobem jednotliva prahovaci pravidla zachazeji s wa-
veletovymi koeficienty:
1. Tvrdé prahovani

VSechny wavel etove koeficienty y; pod prahovou hodnotou A > 0 jsou vynulovany

aostatni jsou ponechany beze zmény: b; = 6*(y;, A), kde

(2. \) = 0 pro |z| <A
x pro |z > A

Viz obrazek B2(a).

2. Mé&kké prahovani
Waveletové koeficienty y; pod prahovou hodnotou A jsou vynulovany a velikost
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ostatnich se o tuto prahovou hodnotu snizi: b; = &*(y;, \), kde
0°(z, A) = sgn(x) max{0, |x| — A}.
Viz obrazek BEA(b).

3. Polomékké prahovani

Toto pravidlo zavisi nadvou parametrech 0 < \; < \; b; = 0% (ys, A1, \a), kde

0 pro |z| < )\
(2, A1, Ae) = { sgn(x)24E20 pro A < [z] < N
x pro |z| > Aq.

Viz obrazek E2(c).
Toto pravidlo je zobecnénim bodl 1. a 2.; skutetng, nebot pro A\, — oo prechazi
8% (2, A1, Ao) VO5(z, A1) @apro Ay — Ay prechazi 6% (z, Ay, o) Vi (x, \;) (v bodovém

smyslu pro z).

4. Nezaporna gar oteH (Non-negative garrotte)
b; = 6™ (y;, \), kde

0 pro |z| <A
I (z, ) =

Viz obrazek B2(d).

5. Hyperbolické prahovani
Hyperbolické prahovaci pravidlo 1ze odvodit mékkym prahovanim energie wavele-
tovych koeficientli y2. Pokud y; > A (tj. y? > \?), odeCteme od y? prahovou energii

A2, Formalnétedy b; = 6" (y;, A), kde

0 ro <A

5 (2 \) = pro |zl
sgn(z)va? — A2 pro |z| > A\

Viz obrazek E2(€).

Kromé uvedenych metod prahovani je mozne pouzit i dalSi sofistikované metody za-
lozené na bayesovskem statistickem pristupu. Této problematice je vénovana kapitola 8

v [48], dale napr. [49].

lgarota—zelezné krtidlo
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Obr. 6.2: Grafy prahovacich pravide. Pro vsechna prahovaci pravidla zvoleno A = 1, kromé

polomékkého prahovani, kdeA\; = 1aXy = 2.
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6.3 Statisticka analyza prahovacich pravidel

M atemati cka statistikanabizi pro nade (cely dvazplisoby, jak posuzovat vlastnosti odhadl.
Prvnim z nich je tzv. statisticka analyza rizikové funkce (Exact Risk Analysis) a druhym
jetzv. ,minimax“ pristup. Tento text se vénuje prvnimu pristupu, ktery je pro naSe ucely
nazorngsi.

Poznamka: Pfipomenime natomto misté, ze hodnota prahovaciho pravidlad je pozorovani
(transformované) nahodné veliciny.

Vyjdeme z modelu &2) a uvazujme jedinou nadhodnou velicinu Y;, kterou pro jed-
noduchost budeme déle znatit pouze Y. Bez (jmy na obecnosti (viz tvrzeni B4) nadale
predpokladejme jednotkovy rozptyl o2 = 1, tedy Y ~ N(b;, 1). Pokud kontext nebude
vyzadovat jinak, nebudeme rovnéz dale psét 6 (Y, \), nybrz pouze §(Y).

Posoudime prahovaci pravidlad®, 5%, 5%, 6**&, § z hlediska:

1. stfedni hodnoty M, (b) = E[6(Y)],
2. rozptylu V,(b) = var [§(Y)] = E[§(Y) — M, (b)]?,
3. rizikeH Ra(b) = E[6(Y) — b]2.

pro pevné zvolenou hodnotu prahu A > 0. Pro nas nejduleZitési informaci pritom obsahuje
hodnota rizika, nebot udava odchylku od , spravné* hodnoty b, nikoliv od jegi stredni
hodnoty M, (b).

Tvrzeni 6.1: Riziko |ze rozZlozit pomoci vychylk)H a rozptylu takto:

R (b) = VA(b) + [Mx(b) — b]*. (6.3)

Dikaz tvrzeni je uveden v prilozelAl
Oznatme nyni prisludnost vySe uvedenych statistik k prahovacim pravidltim hornim

indexem, tj. napf. rozptyl mékkého prahovani bude oznaten V5 (b).

Tvrzeni 6.2: [6,23,24] Pro ndhodnou velicinuY ~ N(b, 1) plati:

’nekdy téz L2-risk, L2-rizikovafunkce
3vychylku (bias) definujeme jako [M, (b) — b]



Tvrdé prahovani:
MY(B) = b+b[1—DAN—0b)— PN +Db)]+pA—b) —p(A+D)
Vi) = (P +1D)[2—-3N—b) —dN+b)]+
+ A+ )\ —b) + (A —b)p(\+b) — My(b)?
RAB) = 1+ (02 = D)@ —b) — D(—=\—b)]+ (A +b)p(A+b) + (A —b)p(A—b)

Mékké prahovani:
M5(0) = ML(D) — A[@(\+b) — ®(\ —b)]
V3(0) = VR() = Ali(A,b) +vi(A, ~b)]
R5(0) = 1+ X+ (B* =X = 1)@\ —b) — ®(—\ —b)] —
— (A =D)p(A+b) — (A + b)p(\ — b)

Polomékké prahovani:
A

Misl,,\z(b) = M?Q(b) + Ao _2)\1 {ma (A1, Az, ) —ma (A1, A, —b)}
A

Visl)\z (b) - V&g (b) - A2 _2 )\1 {UQ()‘la A27 b) + 1)2()‘17 A27 _b)}

Rish/\Q(b) — 62[(13()\1 — b) — (I)(—)\l — b)] — (I)()\Q — b) + (I)(_)\Z - b) +
+ U (A — b, Ag = b,ra, 71 (b — X2)) + (A + b, Ay + b, 7o, =11 (b + No)) +
+ g = b)p(Aa — b) + (Ao + b)p(Ag +b) + 1

Nezaporna garota:
MY™(b) = M}(b) — \2Ax(D)
V(D) = VA(B) + N [Ba(d) — Ax(0))] + 2A2 A5 (D)M (b) —
— 20 °[1 — ®(\ —b) + D(—A — )]
RY(b) = RY(b) +202bA\(b) + A*By(b) — 2\*[1 — ®(\ — b) + &(—\ — b)]

Hyperbolické prahovani:
MY0) = [TV R fple =) — gl + 0] ds
V() = (A +D)p(A—b) + (A= b)p(A+b) +
F (14D = A2 — B\ —b) — BN+ )] — MY (b))
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RY(D) = (A+b)pA—b)+(A—Db)p(A+b)+
(140 =22 =\ —b) — B(\ + b)] — 20MY (b) + V2,

kde
mi(Ar, A2, b) = (b= A)[@(Ae — b) — ©(Ay — b)] — (A2 — b) + (A1 — D),
ma(A Aasb) = [1+ (b— M)2[@(As — b) — B(\ — b)] —
— (A2 — 2X5 4 b)p(As — b) — (A — b)p(As — b),
vi(Ab) = (14 ®(A—b) — DA+ B)]{(2b — A)[1 — B(A — b)] + 20(A — b)},

Ug()\l, )\2, b) = ml()\l, )\2, b) {2M};2(b) + T2 [ml(/\l, )\2, b) — ml(/\l, )\2, —b)]}
_T2m2()\17)\27b)7

A(b) = /A"O@(ﬂf—b)—w(ﬂ%b)dx’

*p(r —b) + o(x +)
By(b) = / z 2 dz,
U(a,b,c,d) = ( + d®)[®(b) — ®(a)] + cp(a)(ac + 2d) + cp(b)(be + 2d),
! A
SV Ve D Vv

Dikaz je uveden v priloze[d], str. @3 a odvozeni vzorcli pro hyperbolické prahovani je

uvedeno zvla&t' v prilozeB], str.@3.

Pomoci uvedenych vzorcli mlizeme vycislit hodnoty statistik v libovolném bodé b ¢

R. Ve vzorcich pro nezapornou garotu vystupuji integraly Ay, B,. Abychom se vyhnuli

vycCideni pfimo z tohoto tvaru standardnimi numerickymi metodami, které jsou zavislé na

zvolené integraéni siti bodll a také na zvolené konené horni hranici namisto nekonetng,

prevedeme tyto integraly na konvergentni nekonecnou fadu s rekurzivnimi cleny [23].

Vypocet hodnoty z tohoto tvaru jiz zavisi pouze na zvolené presnosti konvergence.

Obrazekb.3znézornuje chovani kvadratu vychylky, rozptylu arizikatvrdého ameékkého

prahovani pro rlizné hodnoty b za predpokladu pevné zvoleného prahu ). Obrazek

ukazuje prostorové hodnoty rizika pro tvrdé a mékkée prahovani pro riizné hodnoty .
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(€) (f)

Obr. 6.3: Srovnani kvadratu vychylky, rozptylu arizika (od shora doltl) pro tvrdé a mékke

prahovani. Levy sloupec odpovida tvrdému, zatimco pravy sloupec mékkému prahovani.
Vertikalni linky naznacuji polohu prahu, pro tyto grafy bylo zvoleno A\ = 3,33. Horizontalni
linky u graf rizika jsou asymptoty. Riziko tvrdého prahovani se asymptoticky blizi k 1,

zatimco riziko mékkého se blizi k 1 + \2.
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Riziko tvrdeho prahovani pro ruzne hodnoty prahu
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Obr. 6.5: Srovnani kvadr atu vychylky, rozptylu (od shoradol ) arizika pro nezapor nou garotu

a hyperboalické prahovani. Levy sloupec odpovida nezaporné garote, pravy hyperbolickému

prahovani. Vertikalni linky naznacuji polohu prahu, pro tyto grafy bylo zvoleno A = 3,33.
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Srovnani velikosti rizika pro rtizna prahovaci pravidla

12F — Tvrdé =
— Mé&kké
= Polomékké
- Nez. garota
10F =—— Hyperbolické B
[ *
=
=
= gt ]
4, .
2, .
0 | |
-10 -5 0 5 10

b —

Obr. 6.6: Srovnani rizika pé&ti prahovacich pravidel. Zde A = 3,33, \; = 2,86, A\, = 3,72.
Je zietelng, Ze stggnomérné nggmensiho rizika dosahuje polomékké prahovani, avsak jen

v pfipadé spravnévolby \;, s, jak je uvedeno v tomto oddilu textu.

Obrazek 63 srovnava nezapornou garotu a hyperbolické prahovani podobnym zplisobem
jako obr.B3 Konetné obrazek 6.8 porovnavariziko vdech péti zminénych pravidel.
Tvrzeni[B2spolu suvedenymi obrazky nam umoziujevyvodit nasledujici diisledky [6]:
Dilsledek 6.3: Pro pevné A € R ma mekke prahovani mensi rozptyl nez tvrdé prahovani
provdechnab, tj. V5 (b) < V2(b). Plyneto zviastnosti v; (A, b) > 0 pro v8echna b pfi pevné
zvoleném \ > 0.
Dlsledek 6.4: Pro pevné A € R ma meékké prahovani mnohem vétsi vychylku nez
tvrdé prahovani pro |b| dostatetné velkée. Také plati, Ze pro b — +oo: R5(b) — 1 + A%,
zatimeo R} (b) — 1. To znamend, Ze priimérna kvadraticka odchylka od spravné hodnoty
je pro rostouci b vysSi u mekkého prahovani, a to tim vétsi, ¢im vétsi je zvoleno \. Riziko
tvrdého prahovani v limité na hodnoté prahu nezavisi. Celkové to znamena, ze k detailnim

koeficientlim, které predstavuji vyznamné rychlé zmény v signalu, a maji tedy relativné
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velké b, se tvrdé prahovani chova obezi'etné — ponecha jim svou plivodni velikost, kdezto
mekkeé prahovani jgich velikost sniZi. Tato viastnost se odrazi v tom, Ze mékke prahovani
matendenci ,, pfehladit* rychlé zmeény, skoky a Spicky v signau.
Disledek 6.5: Propevné\ € RT matvrdé prahovani maximalni vychylku, rozptyl ariziko
pro hodnoty b ~ +\. Mékké prahovani ma maximalni vychylku, rozptyl a riziko pro velké
hodnoty |b|.
Disledek 6.6: Pro pevné A € R+ ma meékké prahovani mensi riziko v pocatku b = 0. Obé
statistiky R5(0) a R2(0) jsou monotonné klesajici pro rostouci .

Ostatni typy prahovani tvori jakysi kompromis mezi tvrdym a mékkym prahovanim.

Gao aBruce [24] ukazali, ze pro dané A existuji \; < A < ), tak, Zze pro vSechna b; plati
E[éss(yi, )\1, )\2) — 61]2 < E[éh(yz, )\) — bi]Z, (64)

tedy Ze polomékké prahovani 6*° ma(stejnomérnépro b) mensi riziko nez 5. Tato skutetnost
je vidét naobrazkulEg, kde bylazvolenavhodna A, \,. Volbou parametrt \;, A\, miizeme
0% podle potfeby vice,, priblizit* vliastnostem tvrdeho nebo mékkého prahovani. Polomékkée
prahovani ma vyhodu v tom, ze pfekonava citlivost tvrdého prahovani na malé zmeény ve
vstupnich datech, azarovei zamezuje vzniku velké vychylky provelka|bl|, jak setomu dge
u mekkeho prahovani. Pro polomekké prahovani rovnéz plati, zelim;, ..o, RS, ,, (0) = 1.

Nutnost volby dvou prahovych hodnot je vsak velkou nevyhodou tohoto prahovani.
Postup uréeni optimalnich prahti je algoritmicky i vypotetnévelmi narocny [24], je potieba
pouZzit dvojrozmérnou Newtonovu iteratni metodul.

Zbyla dvé prahovaci pravidla se snazi s timto hendikepem vyrovnat, a to tak, ze na-
podobuji tvar polomékkého prahovani funkci s jednim volitelnym parametrem — prahem.
Statistické vlastnosti polomeékkého prahovani jsou pfitom v asymptotickém smyslu zacho-
vany.
Gao [23] ukéazal, Zze nezaporna garota je lepSi nez tvrde i mékké prahovani ve smyslu
velikosti rizika a také citlivosti na malé zmeény ve vychozich datech. Také hyperbolickée
prahovani kombinuje vlastnosti tvrdého a mékkéeho prahovani, a z obrazku B8 je zigme,
Ze z hlediskarizika je Usp&SnéSi nez nezaporna garota.

Neexistuje takové prahovaci pravidlo, jehoz rizikova funkce by asymptoticky nabyla

hodnoty mensi nez o2 pro |b;| — oc.
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Obr. 6.7: Promitnuti neoptimalni volby dvojice prahti A1, A\s do velikosti rizika polomékkého
prahovani. Z obrazku je patrné, ze nespravna volba mlize vest ke zvyeni rizika. Modrou
barvou je pro srovnani znazornéno riziko tvrdého prahovani, zelena barva pridusi , idealni“

volbé prahd.

Obrazek B ukazuije, jak se neoptimalni volba dvojice prahti u polomékkého prahovani
promitne do jejiho rizika.

Nasledujici tvrzeni nam umoznuje vdechny predchozi Uvahy rozsifit na néhodnou ve-
licinu s obecnym normanim rozloZzenim a zaroven dava navod, jak v takovém pripade

spoCitat stfedni hodnotu, rozptyl ariziko.

Tvrzeni 6.7: Pokud Y ~ N(b, 0?), pak £ ~ N (b/c, 1) a plati
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Symbol = zde pFedstavujeidentitu nahodnych velicin ve smysluidentity jgjich distribucnich
funkci. Tvrzeni plati i pro polomékké prahovani, pficemz v tom pfipadé chapeme A jako
vektor \ = [)\1, )\2]

Dikaz je uveden v prilozeAl

6.4 Volba prahové hodnoty

Volba optimalni prahové hodnoty je pro dobry vysledek separace rovnéz dllezita. Tato
oblast vSak jiz pfesahuje zameér této prace, a tak se v této Casti textu omezime pouze na

strucné uvedeni zakladnich technik volby vhodné prahové hodnoty.

6.4.1 Kvantilovavolba prahu

Kvantilovavolba prahu se vyznaCuje tim, Ze sefadime wavel etové koeficienty podle jgich
absolutni hodnoty a zvolime takovou hodnotu prahu, aby bylo po prahovani ponechano
jen zvolené procento koeficientll. Jinak feGeno, jako \ pouzijeme zvoleny kvantil mnoZziny
vSech wavel etovych koeficientd, tj. napr. tak, ze se vynuluje 30 % nejmensich koeficientd.

Je zigimé, Ze tento zplisob volby prahu je zavisly na zpracovavanych datech.

6.4.2 Univerzalni hodnota prahu

Univerzalni metodu stanoveni prahu navrhli Donoho a Johnstone [[17]. Na zakladé déky
dat n a smérodatné odchylky aditivniho bilého Sumu o vypocteme hodnotu A, ktera

minimalizuje riziko odchylky od optimalni (avsak neznamé) hodnoty prahu.

Auniv = 04/2logn (6.5

Prahovani se pak provede pro vSechny waveletove koeficienty c; i, pro néz j > jo.
Hodnotu j, volime podle charakteru zpracovavanych dat. Metodu |ze pouZit pro mékké a
tvrdé prahovani.

V ¢lanku [[22] je rozvinut tento pristup obecngi i pro korelovany Sum.
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6.4.3 Kritérium zobecnéné krizové validace

Technika kfizove validace spada pod klasicke statistické pristupy. Jeji zobecnénou podobu
(generalized cross-validation, GCV) lze UspéSné vyuZit i pro nalezeni vhodné prahové

hodnoty [48,54].

Hodnotu kritéria GCV vypocteme pro zvolené )\ jako
% ly — YAH2

V tomto vzorci y predstavuje pozorovany signa o délce n, y, predstavuje signd po

(6.6)

prahovani s hodnotou prahu A, n, je potet waveletovych koeficientll, které byly béhem

prahovani vynulovany. Symbol ||-|| zde zna€i eukleidovskou normu.

GCV()\) —

1
4.5 5

hodnota prahu’\ —-

Obr. 6.8: Priklad typického prlbéhu kritéria GCV (zde optimalni prahova hodnota 1,6).

Vektor y je dle @) pozorovanim nahodného vektoru. Proto nahradime-li formané
ve vzorci &8) y prisusnym nahodnym vektorem Y a podobné pro y, a n,, mizeme
uvazovat o celé GCV () jako o nahodné veliciné (pro dané \). Optimani hodnotu pro A
pak definujeme jako

A" = arg min E[GCV())]. (6.7)

AERT
Pokud mame v praxi moznost viceCetného pozorovani signau y, vypocteme funkci

GCV pro kazdé pozorovani (pro vhodné volenou diskrétni sit parametrll )\), nasledné tyto



funkce zprliimérujeme a nalezneme optimalni hodnotu \*. Pokud mame k dispozici pouze
jedno pozorovani y, nalezneme \* primo z prislusné GCV. Typicky priibéh funkce GCV
s vyznaCenim optimalni hodnoty prahu je na obr. 68

6.5 Zaver

V kapitoled byl vysvétlen princip waveletového potlageni Sumu signalll a byly uvedeny
obvyklé i méné pouzivané pouzivané prahovaci techniky. Tyto techniky byly srovnany
pomoci statistické analyzy rizika. Z tohoto srovnani plyne nékolik zavérl: tvrde prahovani

hlife potlatuje Sum, ale |&pe zachovava rychlé zmény v signalu (skoky a picky), zatimco
mékké prahovani jevelmi GspésSnéepri potlatovani Sumu, ale matendenci ,, prehladit” skoky a
SpiCky. Tyto dvatypy prahovani tvori dvaprotilehlépdly z hlediskacharakteru separace. Vic
nez jen kompromis mezi nimi tvori polomékké prahovani, kterg, jak bylo ukazano, mapri

spravné volbé dvou parametril nejniZsi riziko chyby. Oviem dva parametry metody zarovei
tvori velkou nevyhodu oproti jinym metodam, které pracuji pouze s parametrem jednim.

Dalsi uvedené metody, nezaporna garota a hyperbolické prahovani, se snaZi tuto nevyhodu
zmirnit. Pracuji pouze sjednim parametrem, avsak ve stati stickém smyslu nedosahuji takovée
kvality jako polomékké prahovani. Jak bude al e ukazano v kapitol e pojednavajici o testovani

nareanych signalech, srovnavat pravidla pouze podle kritéria teoreticky nginizsiho rizika
by bylo chybou, subjektivnimu vnimani nevyhovuje vzdy signd odSumény takovymto

prahovacim pravidlem.
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7 Testovani waveletovych metod

na signalech s aditivnim Sumem

Usp&snost wavel etoveho potlagovani sumu byla testovana a srovnavana na fecovem sig-
nalu. Slo o promluvu muzského mluvéiho , vysyp véechny pytle s pgenici“. Tento signal,
vzorkovany s kmitoétem 16 kHz, byl uméle zaruSen gaussovskym Sumem s rliznymi roz-
ptyly tak, ze k dispozici byly testovaci signdly se SNR 15dB, 10dB, 5dB, 0dB a—5dB.
Odstup signalu od Sumu SNR pfitom pocitame jako

||YH

kde ||ly|| je norma (odmocnina energie) nezaruSeného signdlu a ||e|| je norma Sumu. Pro

redny signd y = (vy1,...,y,) " normu definujeme ||y|| = +/v? + ...+ y2. Po separaci
feCi asumu (viz nize) byl odhadnut vystupni SNR nasledujicim vztahem

SNR[dB] = 10 log, ~> (7.1)

SNR[dB] = 10 logy, = Iy (7.2)

—ky|’

kdey je,odsumény* signd ak = HyH je kompenzaéni konstanta.

Pfi vSech analyzach byl pouzit wavelet Daubechies fadu 8. DalSi zvySovani fadu wa-
veletu jiz nepfinaselo markantni zvySeni kvality separace. Hloubka dekompozice (a také
hloubka prahovani) byla zvolena d = 5. Testovani probihalo v systému Matlab pomoci
vytvoreného baliku ThreshLab (viz prilohald). Priklad grafického znazornéni prahovani je
naobr. [Z11

Pro kazdy z péti testovacich SNR byla nejprve stanovena prahova hodnota A, pricemz
vychozim odhadem byla univerzalni hodnota prahu \,,;,. PouZzita prahova hodnota byla
nakonec zvolena subjektivné (i vzhledem k tomu, Ze tato dizertatni prace neni zaméfena
na optimalni volbu prahové hodnoty).

Pro tuto hodnotu prahu bylo provedeno tvrde, mékke, hyperbolické prahovani a neza&

pornagarota, ato:
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[WT] detailnich koeficientll klasické wavel etove transformace do hloubky d = 5,

[WP] koeficientll odpovidajicich nejlepsi bazi ve waveletovém paketu hloubky d = 5.
Nejlepsi baze (Cast BEJ) byla vyhledana pomoci prahové entropie (tamtéz) s pra-
hem .

Operace [WT] byla provedena procedurou t hr esh. ma operace [WP] procedurou
wp_denoi se. m Vysledky testovani jsou obsazeny v tabulkach [Z1] az [Z4l V téchto
tabulkach Ize nalézt kromé objektivniho parametru SNR subjektivni zhodnoceni kvality
separace (stanoveni poradi Uspésnosti). Kritérii subjektivniho posuzovani byly stejnou mé-
rou prijemnost poslechu (mnozstvi rusivych artefaktll v signalu) a srozumitel nost odrusené
nahravky.

Celkové |ze k vysledklim Fici:

ZlepSeni objektivniho SNR pri prechodu od WT k nejlepsi bazi WP tvori primérné
pouze 0,2dB. ZlepSeni SNR Ize vysvétlit tim, ze WP |épe koncentruje energii signalu do
jeho waveletovych koeficientll (viz obr. B3). Rozdil v subjektivnim vnimani je vak pod-
statny: objevuji-li se v odruSeném signalu nezadouci artefakty, pak u WT se vétSinou jedna
0 osamocené ,, lupance” nebo jgich rychly sled, narozdil od WP, kde dochézi k rozostfeni
Sumu a k efektu ,bublani“ na pozadi, coz je lidskému sluchu mnohem prijemngsi na
poslech. Rovnéz u WP pozorujeme lepsi srozumitel nost.

Negjméné Uspésné pro zpracovani FeCového signalu je mékke prahovani, ato jak z ob-
jektivniho, tak subjektivniho hlediska. Nejhorsi vysledky S/N\stou paradoxem, nebot bylo
feCeno v zavéru kapitoly 8, Zze pravé mékké prahovani nejlépe potlatuje Sum. Toto tvrzeni
ale zaroven musime potvrdit ze subjektivniho pohledu — skutecné je tomu tak, avsak u fe-
Cového signalu tim zanikaji neznélé souhlasky jako zeiménas, §, ¢, €, z, Z, které jsou prave

V subjektivnim hodnoceni dosahl o obecné nejlepsich vysledkl hyperbolické prahovaci
pravidlo, i kdyz je tfeba upozornit, Zze se snizujicim se vstupnim SNR mu vyznamné
konkuruje tvrdé prahovani. To Ize vysvétlit tim, ze smérem k malym hodnotam SNR
prirozené klesa srozumitelnost odrusenych signalli a pravé tvrde prahovani i pres velké
mnozstvi neprijemnych artefaktli srozumitelnost zachovava nejdéle. Ve chvili, kdy kvalita

poslechu je jiz pro vSechny typy prahovani velmi nizka, proto pfirozené davame prednost
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Obr. 7.1: Priklad prahovani zar usenéhosignalu. Shoradol i jsou vykresleny: plivodni zar useny

signal, separovany signal a prahované waveletové koeficienty.
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tvrdému, které dava nejsrozumitelngjsi vysledek.

V pfipadé SNR = —5dB (Auuiv = 0,4592) se vysledny SNR u véech typll prahovani
pohyboval kolem —1, 5 dB umetody WT, pficemz alemluvenému slovu iz nebylo rozumét.
Pro zvoleny prah A = 0,85 - Au,iv Metoda nejlepsi baze WP selhala a proto neni mozné
uvést srovnavaci tabulku. Volbou A = 0,57 - Ay V38K jiZ metodadavauchazejici vysedky,
zatimco WT je pro tuto hodnotu jiz nepouzitelna.

Nazavér jesté poznameng me, ze polomeékké prahovani nebyl o do tohoto testu zahrnuto,
nebot v baliku Threshlab neni funkce, ktera by pro zvolené \ nalezla optimalni Ay, A,
ve smyslu [&4). Jak bylo zminéno, to vyZaduje implementaci dvojrozmérné Newtonovy
iteraéni metody. Da se vak otekavat, Ze pri spravné volbé obou prahll bude dosahovat tak
dobrych vysledkl jako tvrdé a hyperbolické prahovani.

Ukazalo se, Zze nastaveni hodnoty prahu je vzdy zalezitosti kompromisu mezi mirou
potlaceni Sumu a zachovanim co nejpfirozeng Siho charakteru feci, tak jak je tomu u vSech
metod jednokanal ove separace. Vysledny pomer SNR Izeumd ym snizovanim prahu zpra-
vidla jesté zlepSovat, avsak subjektivni ohodnoceni se rychle zhorduje.

V budoucimvyvoji se ziemeé uplatni adaptivni prahovani [1, 50]. Konkrétné u feCovych
signalll by se postup separace mé& doplnit o indikator znélosti / neznélosti aktualniho
fonému. V pripadé znélého by se pak provedio normani prahovani s nejlepsi bazi WP a
v pfipadé nezné ého by se prah umé e nadhodnoatil, tim by selokanésignal ,, méné prahova“
a srozumitelnost by se diky vy&Si mife uchovani problematickych souhlasek s, §, ¢, €, z, Z

zlepsila.

7.1 Testovaci avysledné nahravky

Vstupni i vystupni nahravky je mozno nalézt na pfilozeném CD v adreséfi / t est ovani .
Vstupni nahravky jsou obsazeny v souboru pseni ce_i nput . mat pro Matlab. Vektor
soriginani nahravkou majméno pseni ce ajménazarusenych signal @i jsou vzdy opatfena
priznakem odpovidajiciho SNR, napf. pseni ce05 odpovida SNR = 5dB. Vystupni
nahravky jsou pak podle priznaku SNR rozdéleny do souborlipseni cel5_out put . mat

az pseni ce- 5_out put . mat . Kazdy z téchto souborll obsahuje 8 nahravek, jegjichz

jménajsou logicky opatfena pfiznaky WT nebo WP a zkratkou typu pouZitého prahovani,
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WT WP
21 8| 2 |_ .8
% |8 T5 % |2 te
Prahovani 6 |£32|'6 €32
tvrde 26,4 31 26,3 3
meékkeée 22,3 3| 22,6 4
nezap. garota || 24,6 21 24,7 2
hyperbolické || 25,6 1] 25,6 1

Tab. 7.1: Vydedky testovani na zaruseném signalu se SNR = 15dB. Univerzalni prah
Auniv = 0,0046, pouzita hodnota prahu A = 1,2 - Auniy-

WT WP

S _c8| 2| 8

L, >=—Q'8 < )Lg'g
Prahovani G €38 '6 | 232
tvrde 17,5 21 17,6 3
mékkée 15,2 4 154 4
nezap. garota || 16,5 2| 16,7 1
hyperbolické || 17,0 1 17,2 1

Tab. 7.2: Vydedky testovani na zaruseném signélu se SNR = 10dB. Univerzalni prah
Auniv = 0,0145, pouzita hodnotaprahu A = 1,1 - Ay
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WT WP

S _c8 2| o8

<n: [ || o | R3S

L, n= 00 < >=—Q'8
Prahovani G 1238 ||'d | 2RE
tvrde 9,2 3192 1
mékke 8,1 4 | 8,2 4
nezap. garota || 8,7 1] 88 1
hyperbolické || 9,0 1190 1

Tab. 7.3 Vydedky testovani na zaruSeném signdlu se SNR = 5dB. Univerzalni prah
Auniv = 0,0459, pouzita hodnota prahu A = Aypiv.

WT WP
2 _c8 2| 8
E Bie E Bie
Prahovani |6 |32 |6 |32
tvrde 2,1 1] 21 1
meékke 1,6 41 1,7 1
nezap. garota || 1,9 2119 1
hyperbolické || 2,0 2|20 1

Tab. 7.4: Vydedky testovani na zaruSeném signdlu se SNR = 0dB. Univerzalni prah
Auniv = 0,1452, pouzitd hodnota prahu A = 0,9 - Auiv. Subjektivné je mezi jednotlivymi
typy prahovani u WP zanedbatelny rozdil.
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napf. data pod nazvem pseni cel0_t hr esh_.WI'_nng odpovidaji prahovanemu signalu
pseni cel0 pomoci WT s nezgpornou garotou. Pro pfipad SNR = —5 dB byl vystup pro
WP aWT ulozen do zvlastnich souborll, z diivodu odlisné volby A (viz vyse).

Do stejného adresaie byl nakopirovan také soubor t est ovani . m ktery byl pro
v&echny testy pouzivan.

Zvukovy vystup v Matlabu umoZznuje prikaz sound, pfip. vystupu do souboru ,, wav*

|ze dosahnout prikazem wavwr i t e.
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8 Segmentovana koneCna diskrétni

waveletova tr ansfor mace

V praktickych aplikacich je Casto tfeba signd zpracovavat v ,reaném Case*, tzn. s mini-
mal nim zpozdénim. Pfedem neznamy signal pfichazi navstup ngakého systemu po Usecich
— nasobé nezavislych segmentech — které museji byt efektivné zpracovany a modifikované
poslany na vystup systému. Typickym prikladem je napf. zpracovani akustickych signal,
zejménafetovych signalli v telekomunikacich.

SegmentovanakoneCnawavel etovatransformace (SegWTI]), kteratento typ zpracovani
umoziuje, mavelké potencionalni vyuziti také v pfipadé, Ze je tfeba zpracovat dlouhy sig-
nal (ne nutné v redlném Case), ale pritom neni k dispozici dostateCna vypocCetni sila nebo
pamétovy prostor. Tehdy je moznée touto novou metodou signdl ekvivalentné zpracovat
po Castech a tim uSetfit vypocetni vykon i pamétovy prostor. V tomto smyslu algorit-
mus SegWT koresponduje s agoritmy pricteni pfesahu (overlap-add) a Uschovy presahu
(overlap-save) [21] u fourierovské linearni filtrace.

Da&im moznym vyuzitim algoritmu SegWT je okamzita vizualizace signalu pomoci
zobrazeni, které nazyvame ,waveletogram”. Waveletogram zobrazuje graficky hodnoty
wavel etovych koeficientd, viz obr. Bl Je to technika pfibuzna vykreslovani spektrogramu
v reaném Case. U waveletove transformace mame vsak vyhodu, Zze signd nemusime
vahovat okny, ¢imz dochazi ke zkresleni kmitoctovée informace, jak je tomu praveé u spek-
trogramu. Waveletogram vytvoreny pomoci SegWT je navic zcela nezavidy na zvolené
délce segmentu.

V dostupné literatufe se tomuto zplisobu wavel etove transformace prakticky nevénuje
Zadna pozornost ato bylo diivodem, pro¢ bylo vyvinuto Gsili odvodit tento modifikovany
algoritmus. Tato kapitola podrobné uvadi tuto modifikaci pro segmentovany signal, vcetné
odvozeni algoritmu a diisledkll pro implementaci na libovolném zafizeni.

Po definovani (celu modifikované metody (Cast B) je nejprve zapotfebi podrobné

1Zavadime zkratku SegWT (Segmented Wavelet Transform), zkratka SWT jejiz vyhrazenapro stacionarni

waveletovou transformaci (Stationery Wavel et Transform)
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Obr. 8.1: ,Waveletogram*“. Horni ¢ast predstavuje analyzovany signal a spodni ¢ast jeho
detailni waveletové koeficienty do hloubky dekompozice d = 5. Cim véts absolutni hod-
nota koeficientu, tim svétlgj s barva jemu prisusného policka v grafu (pfevzato z programu
M atlab).

rozebrat klasicky algoritmuswavel etovéetransformace (CastB.2) anazakladétohoto rozboru
sestavit algoritmus wavel etové transformace modifikovany pro zpracovani po nezavislych

segmentech (Cast B3).

8.1 Motivace a cil modifikované metody

Bézné pouZivana konetna diskrétni transformace (DTWT, Cast B3 je vhodna pro zpra-
covani signalll , off-line*, tzn. predem znamych, prestoze libovolné dlouhych. Ukolem

segmentované konetné diskrétni wavel etové transformace je tedy pfirozené zpracovat sig-
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na po segmentech, ato tak, abychom po postupném zpracovani véech segmentt obdrzeli
stejny vysledek (tj. stejné waveletove koeficienty), jako kdybychom signal znali cely pre-
dem azpracovali ho pomoci bézného algoritmu DTWT.

Jak bude ukazano, v této Uloze hrgji zasadni roli zvolena hloubka wavel etové dekom-

pozice, délka waveletového filtru a délka segmentu signalu. Oznaéme:

m délka waveletového filtru, m > 0,
d hloubka wavel etove dekompozice, d > 0,
s délka segmentu diskrétniho signalu, s > 0.

Symboly d, d sice pouzivametéZ pro oznaceni detailnich wavel etovych koeficientll, ze sou-

vislosti vsak bude vzdy ziejmé, zda se jedna o tento pripad nebo o hloubku dekompozice.

8.2 Rozbor pyramidového algoritmu DTWT

Negjprve uvedeme detailni popis algoritmu DTWT a poté na ng§ navazeme s vyvozenymi
tvrzenimi a dtisledky.

Poznamka: V cadli budeme znacit délku celého signalu také s. Pfi tomto oznaCeni
vychazime z toho, ze pfi DTWT zpracovavame signal naréz, tj. signa je zaroven jakoby

jedinym segmentem délky s.
Algoritmus 8.1: (dekompozi¢ni pyramidovy algoritmus DTWT)
Je dan vstupni signal x délky s, dvawavel etove dekompozicni filtry délky m, horni propust
g adolni propust h, je zvolenahloubka dekompozice d arovnéz je dan tzv. typ prodlouzeni
signau

1. Oznatime vstupni signél x jako a®. Nastavime j = 0.

2. Jeden krok dekompozice:

(a) Rozifeni vstupniho vektoru. Prodlouzimevektor a/) nalevoi napravo o (m —1)
vzorkd, podle zvoleného typu prodlouzeni.
(b) Filtrace. Filtrujeme prodlouzeny signd filtrem g, coz miizeme vyjadfit jejich

konvoluci.

2ohledné typt prodlouzeni odkazujeme napt. na [[39, kap. 8].
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3.

() Wseknuti. Z vysledkufiltrace vyberemejen jgi prostfedni cast, tak, ze, zbytky*
vlevo avpravo jsou shodné dlouhé m — 1 vzorkd.

(d) Podvzorkovani (decimace). Vyseknuty vektor decimujeme, tj. ponechavame
pouze jeho vzorky se sudymi indexy (predpokladame indexovani vektor{l poci-

naj e jednickou).

Ulozime tento vektor jako dV+1,
Opakujeme body (b)—(d), nyni sfiltrem h, avysledek ulozime jako al+1),
ZvysSime j o jednicku. Pokud nyni j < d, jdeme nabod 2., jinak algoritmus konci.

Poznamky:

1

7.

Po skonCeni agoritmu mame ulozeny waveletové koeficienty v d + 1 vektorech
ad dd dd=v . dW.

Ad 2(a): Prodlouzeni je nutné vykonat kviili jednoznatnosti transformace, ato v kaz-
dem kroku dekompozice.

Ad 2(a): Ve specianim pripadé tzv. periodického prodlouzeni je délka potfebného
prodlouzeni signalu mensi nez m — 1. Periodické prodlouzeni vak pro nase Ucely,
v navaznosti na ¢ast B.3, neni relevantni, a proto jg dale neuvazujeme.

Ad 2(a): V prvnim kroku algoritmu tedy prodlouzime a® nadéku s + 2(m — 1).
Ad 2(b): Délka vysledné konvoluce v prvnim kroku je [s + 2(m — 1) + m — 1] =
s+3(m—1).

Ad 2(c): Prostfedni ¢ast matedy déelku, jakou by méa konvoluce neprodlouzeného
vektoru al) swaveletovym filtrem. V prvnim kroku jevyseknuta&ast delky s+m —1.

Ad 2(d): Touto operaci dostavame v prvnim kroku vektor o délce floor (£+2-1).

Pfipomenme konvenci, Ze vstupni signal ztotozhujeme s (aproximacnimi) waveleto-

vymi koeficienty ngjinizsi Grovng, obvykle 0, tzn. v dal&im textu plati x = a®. Déle také

predpokladame k£ € N a pevné zvolenou délku waveletovych filtrl, m.

Lemma 8.2: Pro vypocet jednoho wavel etového koeficientu v Grovni £ je tFeba m koefici-

entll rovné k — 1.

Dlkaz: To je ziejmé z popisu algoritmu, nebot jeden waveletovy koeficient z Grovné k je

jednim prvkem konvoluce vektoru a*~1) s waveletovym filtrem. Viz obr. B2, O
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vstupni T1 T2 T3 T4 T5 Te T7 Ty~ - -
signal x e 0000000000000 06000 00
2(a) A
prodlouzeni © © 0006000600606 60600606000000 0 0
konvoluce © e e ¢ ¢ ¢ o ¢ o ¢ ¢ o ¢ o ¢ 00606060 006000 o
2(c) bbb
useknuti © 0000000600600 06006060000 00 0
2(d) oo
decimace ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °
J @ @) ()
1 2 3 4 5

Obr. 8.2: Znazornéni krok( 2(a) az 2(d) v algoritmuB pro déku filtru m = 4. Kazdy krouzek
predstavuje jeden element vektoru (signalu).

Lemma 8.3: Pro vpotet ¢ > 1 po sobé jdoucich waveletovych koeficientll v &-té Grovni je
tfeba m + 2(q — 1) po sobé jdoucich koeficientli z (k — 1)-ni Grovné.
Dillkaz: Pro vypocet jednoho waveletoveho koeficientu v Grovni k je tfeba m koeficientd
z Grovné k — 1. Pro kazdy dal§i koeficient v Grovni £ je (diky decimaci) tfeba uvazovat
dal&i dvakoeficienty z Grovné k — 1, viz obr. B2, B3 O
Tvrzeni 8.4: Pro vypotet ¢ > 1 po sobé jdoucich wavel etovych koeficientll v £-té Urovni je
tfeba

pe(k) = (28 — 1)ym + 2Fq — 2(2F — 1) (8.1)
vzorkl vstupniho signal u.

Dillkaz: Rekurzivni aplikaci lemmatuB3 |ze odvodit vzorec
pe(k) = m +2[p,(k — 1) — 1], kde definujeme  p,(0) = ¢. (8.2)

UkaZeme indukci vzhledem ke &, Ze vzorec (B1) vyjadiuje @2) v nerekurzivnim tvaru.
Pro k£ = 1 podle @2) plati p,(1) = m + 2[p,(0) — 1] = m + 2(¢ — 1) apodle @) plati
pe(1) = m+2¢ — 2 = m+ 2(¢ — 1). Pfredpokladejme déle, Ze ) plati pro zvolené
k > 1. Svyuzitim [B2) pak

pe(k+1) = m+2[p,(k) — 1]
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Obr. 8.3: llustrace algoritmu [BJl ve tfech Grovnich dekompozice, tj. d = 3. Kazdy koeficient

v k-té Grovni je vypotitan z m koeficientl v Grovni k& — 1. Zde opét délkafiltru m = 4.

= m+2[(2F - D)m+2F¢—2(2F-1) - 1]
= m 422" — 1)m + 2" g — 2(2"1 — 1)

— (2k+1 . 1)m + 2k+1q . 2(2k+1 o 1) |:|

Dlsledek 8.5: Pro vypocet jednoho wavel etového koeficientu v k-té Grovni je tfeba p; (k)

vzorkl vstupniho signalu. Plati
pi(k) = (2F = 1)(m — 1) + 1. (8.3)

Dilkaz: Dosazenim ¢ = 1 do B a Upravou.

Tabulka B ukazuje pocty vzorkll vstupniho signalu potfebné pro vypocet jednoho
waveletoveého koeficientu v rlizné hloubce dekompozice. Obrazek znazornuje data
z tabulky v grafech. Je zfejmé, ze pro rostouci délku filtru se p; (k) zvy3uje linearné a pro
rostouci hloubku dekompozice téméf presné exponencialné o zakladu 2.

Pred uvedenim dalSich Gvah je nutné zavést pojmy, které budeme dale vyuzivat:
Sousedni koeficienty jsou dva koeficienty, které v dané Grovni sousedi; napr. ag?, ag?;)
sousedi v Grovni 3.

Koeficienty vzdalené ob ¢ koeficientll jsou koeficienty v dané (rovni, mezi nimiz lezi pravé
¢ koeficientl; napt. a\, a$) jsou vzdalené ob 6 koeficientdl.

Plsobnost koeficientu z k-té Urovné v u-té irovni, v < k je mnozina koeficientti v Grovni
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3 4 5 6 8 10 12 14 16 18

ol
—
3
N

2 3 4 5 6 8 10 12 14 16 18
4 7 10 13 16 22 28 34 40 46 52
8 15 22 29 36 50 64 78 92 106 120
16 31 46 61 76 106 136 166 196 226 256
32 63 94 125 156 218 280 342 404 466 528
64 127 190 253 316 442 568 694 820 946 1072
128 255 382 509 636 890 1144 1398 1652 1906 2160

0o N o o0 b~ W N P

256 511 766 1021 1276 1786 2296 2806 3316 3826 4336

Tab. 8.1: Pocet vzorkll vstupniho signalu nutnych pro vypocet jednoho waveletového koefici-

entu, p1 (k). Horizontalné délka waveletového filtru m, vertikalné hloubka koeficientu k.

u, jejichz hodnota spoluptisobi na hodnoté daného koeficientu (ovliviwje tuto hodnotu)
z Urovnék.

Posun ve vzorcich vstupniho signalu pro néjaké dva koeficienty z k-té irovnéje pocet vzork
vstupniho signalu, o ktery selisi plisobnosti téchto dvou koeficientll ve vstupnim signalu.
Napf. pokud plisobnost prvniho z nich je s, 79, . . ., 793 @ druh€ho z19, 213, . . ., 197, pak
posun ve vzorcich vstupniho signalu je 4.

ool eCné koeficienty Grovné u pro dané dva koeficienty z Urovné k, u < k jsou koeficienty
v Urovni u, které zaroven patfi do plisobnosti obou koeficientll z Grovné k. V prikladu vyse
uvedeném jsou spolecné koeficienty ve vstupnim signalu (tj. prou = 0) z12, 13, . . . , Ta3.
Lemma 8.6: Posun ve vzorcich vstupniho signalu u dvou sousednich koeficientll v k-té

Grovni je a(k) = 2*. Sousedni koeficienty v k-té Urovni maji spolenych
b(k) = (2" —1)(m — 2) (8.4)

vzork{ vstupniho signalu.
Dikaz: Prvni ¢ast je ziejma (viz obr. BJ). Dva sousedni koeficienty v k-té Grovni maji
spoleénych pravé m — 2 koeficientli v (k — 1)-ni Grovni. Nyni staci vyuzit tvrzeni a

ziskavame vztah

b(k) = pualk—1)
= 2= 1)m+2Fm—-2) 202"t —1)
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Obr. 8.4: Potet vzork( signalu potiebnych pro vypocet jednoho waveletového koeficientu: (a)

hloubka dekompozice k jefixni, (b) délka waveletového filtru m jefixni.

= (2"=1m-202"-1)

= 2"-1D(m-2). O

Lemma 8.7: Posun ve vzorcich vstupniho signalu u dvou koeficienti v k-té Grovni, které

jsou od sebe vzdaleny ob ¢ koeficientll, je c(k) = a(k) - (¢+1) = 2¥(¢+1). Dva koeficienty
v k-té (rovni, vzdalené ob ¢ koeficientll, maji ve vstupnim signalu spole¢nych d (k) vzorkd,

kde

a(k) = 0 pro b(k) < q-a(k) ©5)
b(k) — q-a(k) jinak.

Dikaz: Prvni Cast ziejma (pohybujeme se diky decimaci po mocninach dvou, viz obr.B3).
Da ez druhécasti lemmatuB8az prvni ¢asti tohoto lemmatu plyne, Ze koeficienty z Grovné
k vzdalené ob ¢ koeficientll musi mit spoleénych d(k) = b(k) — q-a(k) vzorkd vstupniho
signalu (pokud toto Cislo neni zaporné, jinak samoziejmé klademe d(k) = 0). O

Poznamky:

1. LemmalBd je specianim pripadem lemmatuB7 pfi volbé ¢ = 0.
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m=2~8

£\¢ |5 80 110 140 170 200 230 260 290 320 350
1128 43 58 73 83 103 118 133 148 163 178
2117 25 32 40 47 55 62 70 77 85 92
3|12 16 19 23 27 31 34 38 42 46 49
4| 9 11 13 15 17 19 20 22 24 26 28
58 9 10 11 12 13 13 14 15 16 17
6| 7 8 8 9 9 10 10 10 11 11 12
77 7 7 8 8 8 8 8 9 9 9

m = 16

£\¢ |50 80 110 140 170 200 230 260 290 320 350
1132 47 62 77 92 107 122 137 152 167 182
2123 31 38 46 53 61 68 76 83 91 98
3|19 23 26 30 34 38 41 45 49 53 56
4117 19 20 22 24 26 28 30 32 34 35
5|16 17 17 18 19 20 21 22 23 24 25
6|15 16 16 16 17 17 18 18 19 19 20
7|11 15 15 15 16 16 16 16 17 17 17

Tab. 8.2: Potty koeficientll vypoCitanych algoritmem B ze vstupniho signalu o délce g v rliz-
nych hloubkach dekompozice k.

2.Vamnémesi, ze a(k) ani ¢(k) nezavisi nadélce filtru, m.

Lemma 8.8: Necht’ je dana délka filtrli m. Z vektoru o délce ¢ vypocitame pomoci algo-

ritmuB

floor (27%g — (27" = 1)(m — 1))

wavel etovych koeficientll Grovné k.

Dikaz: Dlkaz viz str. B3 vyuzitim lemmatu BZ11

TabulkalB2 uvadi pro ilustraci potty koeficientll, které vypo&itame algoritmem Bl pri

rlzné volbé g am.
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8.3 Novy algoritmus
segmentované waveletove transfor mace

Jak jiz bylo FfeCeno v Gvodu této kapitoly, chceme pouzit algoritmus DTWT (nebo néjakou
jeho modifikaci) na kazdy segment, a to tak, abychom vhodnym sloucenim (spojenim)
waveletovych transformaci jednotlivych segmentli dostali stejny vysledek jako obycej-
nou DTWT celého signalu. Pro tyto UCely je nutno vstupni segmenty pred provedenim
transformace upravit.

Konkrétné jde o to, Ze jednotlivé segmenty musime vhodnym zplisobem prodlouzit,
aby se optimalné prekryvaly. RovnéZz musime samostatné feSit zachazeni s okrajovymi
segmenty (tj. s prvnim a poslednim). O téchto modifikacich detail né pojednava nasledujici
Cast textu.

Predpokladejme dale, Ze vstupni signa x je rozdélen na S > 1 segmentl stejné délky
s, které budeme oznatovat x,%x, . . . ,*x. Posledni ze segmentli miize mit délku niZsi nez s,
viz obr.B3.

Navaznosti koeficientli v k-té Grovni dekompozice budeme mit na mysli stav, kdy dva
na sebe navazujici segmenty (tj. bloky vzork{l) jsou vhodné prodlouzeny, viz obr. B8, a
to tak, ze kdyz aplikujeme DTWTH hloubky % zvl&st na prvni prodlouzeny segment a
zvl&&t na druhy prodlouzeny segment a takto vypoctené dvé mnoziny koeficientll spravné
oriznemeaspojime dohromady, dostavametim v misté prechodu segmentt stejnou mnoZzinu

koeficientl, jako kdybychom aplikovali DTWT na oba segmenty jiZ sloucené.

Tvrzeni 8.9: Pro navaznost koeficientll v k-té Grovni dekompozice museji sousedici seg-
menty mit
r(k) = (2" = 1)(m — 1) (8.7)

spolecnych vzorkl vstupniho signal u.

Dikaz: Pro navaznost koeficientll z prvni Grovné je tieba, aby sousedni segmenty po
prodliouzeni mély m — 1 spoletnych vzorkil. To plyne ze vztahu (B34), kdyz pricteme
jednicku kvidli tomu, Ze pfi sudém decimovani se neuplatni (,vypadne’) prvni vzorek

v kazdem segmentu.

3s vynechanim kroku 2(a), diivod bude vysvétien pozdgi
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Analogicky pro k£ > 1 je pro navaznost potfebam — 1 koeficientli z (k — 1)-ni Grovné.

To vede narekurzivni vzorec
r(k)=m+2r(k—1)—1, k>1, kdedefinujemer(0)= 0. (8.8)

Ten je prirozené podobny s vzorcem @B2), nebot z n§ vychéazi; oba vzorce se lisi ve
své rekurzivni Casti tim, ze u r(k) pricteme v kazdém kroku rekurze jednicku, coz je
zdlvodnéno zminénym , vypadnutim“ prvniho koeficientu v kazdé Urovni.

Podobné jako v dlikazu tvrzeni B4 ze matematickou indukci ukazat, ze r(k) = (2% —

1)(m —1). (]

Vamnémesi, Zevelicinar(k) selisi od p; (k) pouze o jedna, a proto chovéni r(k) pro

rliznou volbu k, m miizeme vysledovat z tabulky B a obrazku 84,

Lemma 8.10: Prom sudéjer(k) liché prom lichéjer(k) sudé, k € N.
Dtikaz: Snadno plyne z rovnice B2) diky tomu, Ze (2% — 1) je vzdy liché a soutin lichého

Cisla se sudym je sudé €islo, soucin lichého Cislaslichym je liché Cislo. O

Ve tvrzeni byl odvozen pocet spolenych vzorkdl dvou prodiouzenych sousednich
segmentll, nutny pro navaznost waveletovych koeficientli vypoctenych z téchto segmentll
v hloubce dekompozice d, ato r(d) = (2¢ — 1)(m — 1). Je ZFgimé, ze naniZsich Grovnich
dekompozice k, 0 < k < d, proto pfi vypottech ze dvou po sobé nasledujicich segmentl
dochéazi k redundanci vypo&tenych koeficientll, nebot nékteré z nich jsou vypotteny dvakrat
— poprvé z jednoho a podruhé z nasledujiciho segmentu. Pritom plati, Ze ¢im mensi k&, tim
VEtsi je pocet takovych koeficientll. Pfesng, v hloubce £ je dvakrat vypotteno vzdy r(d — k)
koeficientll. Z toho plyne, Ze pro navaznost koeficientll v téchto Grovnich musime tento
poCet koeficientll ,odmazat”, at uz z jednoho nebo druhého segmentu. Tato operace je
implementovanav bodel@ algoritmuBI8.

Cilem (vah v nasledujici Casti textu je ngjit vhodny zplisob prekryti dvou po sobé
jdoucich segmentll signdlu. Ukazeme, Ze prekryti musi spliiovat pfisna pravidla vyply-
vajici z uvedenych tvrzeni. Omezeni vyplyva z toho, Zze DTWT neni Casoveé invariantni
transformace (v podstaté je 2¢-invariantni).

Prekryti dvojice sousednich prodlouzenych segmentli o celkové délce r(d) mlizeme

rozdélit na pravé prodlouzeni prvniho z nich o délce P analevé prodlouzeni nasledujiciho
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Obr. 8.5: Schéma segmentace signalu. Vstupni signal x () je rozdélen na segmenty stejné
délky, svyjimkou posledniho segmentu, ktery mize byt kratsi (b); n-ty segment x oznaujeme
symbolem "x.

0 délce L, pfitemz samoziggmé plati r(d) = P + L. CisaL > 0, P > 0 vk nemiizeme
volit libovolné. Tvrzeni B ¥ika, podlejakého pravidlamohou byt L, P vybrana. Protoze
tato volba je obecné nejednoznatng, priklanime se k volbé co negjvétsiho presahu na levé
strané kazdéeho segmentu. Snaha o co nejvetsi leve prodl ouzeni prirozené vyplyvaz principu
(potencianiho) vyuZziti algoritmu pfi zpracovani signalu v realnem Case — usilujeme o to,
aby algoritmus pracoval s co nejvice vzorky, které jiz jsou znamé, a tim zaroven s co
negjméné vzorky, které jesté znamy nejsou — teprve , prijdou”. Vzorec pro vypocet tohoto
maximalniho presahu L., pak uvadi tvrzeni 812

Tvrzeni 8.11: Necht' je dan segment, ktery ma vcetné svého levého prodliouzeni délku !.
Pak délka levého prekryti v nasledujicim segmentu musi splhovat

r(d) 1

S l
L=1-2%k—1) prongaké k € g Tl o

+1], keN. (8.9)

Délka pravého prekryti v daném segmentu jetedy P = r(d) — L.

Dilkaz: Plisobnost prvniho wavel etového koeficientu z d-té Grovné v Grovni O (tj. v Grovni
vstupniho signalu), vypocCitaného z nasledujiciho prodl ouzeného segmentu (zatim nezname
délku tohoto prodlouzent, tu chceme urcit), v tomto nasl edujicim segmentu zaina napozici
24 (viz lemmaB20). Plisobnost k-tého koeficientu z d-té Grovné vypocitany z predchaze-
jiciho segmentu dle stgjného lemmatu zatina v tomto segmentu na pozici 2%k. Aby na

sebe koeficienty z obou segmentti v d-té Grovni navazovaly, je tedy tfeba, aby délkaleveho
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Obr. 8.6: Grafické znazornéni prodluzovani segmentll. Kazdy segment je prodlouzen zleva
0 urdity poCet podednich vzorkd predchoziho segmentu a zprava o urcity potet prvnich
vzork{ segmentu nasedujiciho. Déka levého a pravého prodlouzeni nemusi byt pro kazdy

segment stejna.

prekryti nasledujiciho segmentu, L, pravé splfiovala

I — L+2¢=2% (8.10)
neboli
L=1-2%k—1) prongakék c N. (8.11)
Zaroven ziggmé musi platit
0 <L < r(d

Tedy vyhovujici k jsou véechna k € N, le?ici v intervalu [2L +1-td Ly 1]. 0

Tvrzeni 8.12: Necht' je dan segment, ktery ma vcetné svého levého prodliouzeni délku !.

NejvétsSi mozné levé prodlouzeni nasledujiciho segmentu, L., Se vypocita vzorcem

Limax = | — 2% ceil (ﬂ) . (8.12)

2d
Negjmensi pravé prodlouzeni daného segmentu je tedy zZigjmeé

Puin = 7(d) — Lipax. (8.13)
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Dillkaz: Délkalevéeho prekryti L definovanav tvrzeni dosahne své maximalni pfipustné

hodnoty pro nggmensi celé k > 2% +1-— %, coz znamenak = ceil <l_2’“#> + 1. Dosazenim

do B39) dostavame tvrzeni. O

Pro (cely dalSiho textu je vhodné, opatfime-li proménné L.y, Puin, [ pfiznakem sobé
prislusného segmentu, tj. n-ty segment bude mit levé prodlouzeni délky L,,.x(n), pravé
prodlouzeni délky P,,(n) a déku vychoziho n-tého segmentu vEetné svého levého pro-
diouzeni budeme znacit /(n). Celkovou délku n-tého segmentu po prodlouzeni budeme

znatit > (n). Zeiménastimto znaenim miizeme prepsat rovnici BI3) jako
Puin(n) = 7(d) — Liax(n +1). (8.14)

Soucasné se zavedenim tohoto oznaleni je tfeba poznamenat, Ze navzaem rlizné segmenty
maji obecné rtizné délky svych pravych alevych prodiouzeni. Jak ale bude ukazano dale,
jistapravidla je zde mozno nalézt.

Jesté predtim ale rozebereme situaci prvniho a posledniho segmentu: Tyto segmenty
pfirozené reprezentuji ,,okraje" signalu. Konecna diskrétni waveletova transformace zna
nékolik zplisobll, jak zachazet s okraji signdlu — a tyto mody musime zachovat i v nasem
modifikovaném algoritmu. S prvnim a poslednim segmentem musimetedy zachézet zvIast,
ponékud odlidné od zbylych segmentll. Je tfeba, abychom v nasSi nové metodé simulovali
situaci klasickée waveletove transformace, kdy v kazdé Urovni dekompozice prodluzujeme
koeficienty pred provedenim konvoluce o m — 1 vzorkd, viz bod 2(a) algoritmuBJl To nam
zaruci prodlouzeni prvniho segmentu zleva o r(d) nulovych vzorkﬁﬁ, tj. Lmax(1) =7(d), a
postup jeho zpracovani podle algoritmuBI8 Podobné posledni segment je nutno zprava
prodlouzit o r(d) nulovych vzorkll a zpracovat jg dle algoritmu BZI3 Algoritmy a
[B19 jsou malé modifikace algoritmulB (DTWT).

Lemma 8.13: (o prodlouZeni prvniho segmentu)

Prvni segment (plivodni délky s) musi byt zprava prodlouzen o

v
Prin(1) = 2% ceil <ﬁ> -5 (8.15)

vzorkdl a ma celkovou délku Y~ (1) = r(d) + 2% ceil ().

DUkaz: Zdlvodnéni volby levého prodlouzeni L,,.. (1) = r(d) bylo uvedeno v predchozich

“to mlizeme zdiivodnit jako nutnou délku prekryvu s neexistujicim predchozim segmentem
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odstavcich. Celkovématedy plivodni segment ajeholevéprodlouzeni delkui(1) = r(d)+s.
Pak diky tvrzeni je mozno vypocitat

Liax(2) = 1(1) — 2% ceil (l(l);idr@d)) = r(d) + s — 2% ceil (2—Sd> (8.16)
a
. S
Poin(1) = 7(d) — Luax(2) = 2% ceil <@> s (8.17)
Celkovadékajetedy L (1) + 5 4+ Puin(1) = r(d) + 27 ceil (5). O

Tvrzeni 8.14: Pro délku pravého prodlouzeni n-tého segmentu, n = 1,2,...,S — 2, plati

Prin(n) = 2% ceil <§> —ns (8.18)

apro levé prodliouzeni (n + 1)-niho segmentu plati
Linax(n + 1) = r(d) — Puin(n) (8.19)

Dlkaz. Matematickou indukci vzhledem k n. Pro n = 1 vztah plati, jak je evidentni

z (B819). Predpokladeime dale, ze (BI8) plati pro zvolenén > 1. Pak diky (B814) a (812)
vypocCitame
Linax(n + 1) = r(d) — Puin(n) (8.20)

In+1) =5+ Lypax(n+1) = s+ r(d) — Puin(n) (8.21)

Lpax(n+2) = I(n+1)— 9 ceil (l(n + 12)d— T(d))

= s +7(d) — Puin(n) — 2% ceil (_S - ];rgin(n))

= s +r(d)— [zd ceil (%) - ns} — 24 ceil (%ﬁln(”))
= (n+1)s+r(d) — 2%ceil <E> — 9% ceil (8 — [2%ceil (§7) — ns] )

2d 2
1
= (n+1)s+r(d) — 2% ceil <%) — 2% ceil ((n ;d Js _ ceil <§))

= (n+41)s+r(d) — 2’ ceil (%)

Pun(n+1) = 7(d) = Lypax(n +2) = 27 ceil <(" ;1)5) —(n+1)s. O
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Poznamka: Zevzorce BI8) plyne, Ze P, je periodickavzhledem k s s periodou 2¢, tzn.
Prin(n +29) = Puin(n). Zarovei z n§ plyne, ze pokud s je délitelne 2%, k = 1,2, ... ,d,
pak perioda P,,;, klesa na 2¢-*. Speciané tedy pokud s je délitelné 2¢, perioda P, je
1 adélky pravych, resp. levych prodiouzeni jsou u viech segmentli shodné. Ze vzorce je
rovnéz jasng, ze delkafiltru m nadéku periody P,,;, nemazadny vliv, ani navelikost P,
na velikost L., ae ano, nebot to zévisi nar(d), viz @I19). Déle je také jasng, ze také
> (n) mastejnou periodu jako P, ataké, ze > " (n) je nadécefiltru také zavidla, viz napr.
B23). VSechny tyto zakonitosti je mozné vidét v tabulceB3

Lemma 8.15: (celkova délka segmentu)

V poradi n-ty segment (ptivodni délky s) méa po prodiouzeni délku

S(n) = r(d) + 2 {ceil (%) — ceil ((" ;dl)s)] . (8.22)

Tento vyraz miize nabyvat pouze dvou hodnot, a to bud

(5 L[S
r(d) + 27 ceil (ﬁ) nebo 7 (d) + 2 ceil (@> _ ol (8.23)
Dlkaz: Délkan-tého segmentu je

Z(n) - Lmax(n) + s+ Pmin(n)
= 7(d) = Pun(n — 1)+ s + Pu(n)
pron = 1,2, ..., pficemz ustanovime P,;,(0) = 0. Uvedeny vyraz mlizeme dale rozepsat
podle (BI8) jako

S(n) = r(d) — 2¢ceil <(”_1)5> +(n—1)s+ s+ 2%ceil () —ns

d
= r(d)+2° [Ceﬂ (2‘;) — ceil ((n;—l)ﬂ '

Oznatmevyraz v hranaté zavorcejako z(n, s, d). Tento vyraz miize nabyvat riiznych hodnot

(8.24)

v zévidosti nadélitelnosti ¢isel s, ns, (n — 1)s Eisem 24, Omezime se pouze na diikaz, ze

tyto hodnoty jsou pouze dvé: Protoze plati

ns

24

(n—1)s
9d

< ceil (%) < —+41

_ -1
< ceil <(”2%)8> < (n )S—i-l,
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s | n| 1 2 3 4 5 6 7 8] 9 10 11 12 13

512 | Lyax(n) || 105 105 105 105 105 105 105 105|105 105 105 105 105

Ppin(n)|| 0 0 O 0 O O 0 O O 0 0 0 0

(n) || 617 617 617 617 617 617 617 617 | 617 617 617 617 617

513 | Lyax(n) || 105 98 99 100 101 102 103 104 | 105 98 99 100 101

Ppinn)|| 7 6 5 4 3 2 1 0| 7 6 5 4 3

(n) || 625 617 617 617 617 617 617 617 | 625 617 617 617 617

514 | Lyax(n) || 105 99 101 103 105 99 101 103|105 99 101 103 105

Pupn(n)|| 6 4 2 0 6 4 2 0| 6 4 2 0 6

(n) || 625 617 617 617 625 617 617 617|625 617 617 617 625

515 | Lyax(n) || 105 100 103 98 101 104 99 102|105 100 103 98 101

Ppn(n)|| 5 2 7 4 1 6 3 0| 5 2 7 4 1

(n) || 625 617 625 617 617 625 617 617|625 617 625 617 617

516 | Lyax(n) || 105 101 105 101 105 101 105 101|105 101 105 101 105

Pun(n)|| 4 0 4 0 4 0 4 0| 4 0 4 0 4

(n) || 625 617 625 617 625 617 625 617|625 617 625 617 625

517 | Lmax(n) || 105 102 99 104 101 98 103 100|105 102 99 104 101

Ppin(n)| 3 6 1 4 7 2 5 0| 3 6 1 4 7

(n) || 625 625 617 625 625 617 625 617|625 625 617 625 625

518 | Lmax(n) || 105 103 101 99 105 103 101 99 | 105 103 101 99 105

Popn(n)|| 2 4 6 0 2 4 6 0| 2 4 6 0 2

(n) || 625 625 625 617 625 625 625 617|625 625 625 617 625

519 | Liyax(n) || 105 104 103 102 101 100 99 98| 105 104 103 102 101

Ppin(n)|| 1 2 3 4 5 6 7 0| 1 2 3 4 5

(n) || 625 625 625 625 625 625 625 617|625 625 625 625 625

520 | Liyax(n) || 105 105 105 105 105 105 105 105|105 105 105 105 105

Ppin)| O 0O O 0O 0 O O O 0 0O O 0 0

(n) || 625 625 625 625 625 625 625 625|625 625 625 625 625

521 | Lyax(n) || 105 98 99 100 101 102 103 104 | 105 98 99 100 101

Pupnn)|| 7 6 5 4 3 2 1 0| 7 6 5 4 3

(n) || 633 625 625 625 625 625 625 625|633 625 625 625 625

522 | Lyax(n) || 105 99 101 103 105 99 101 103|105 99 101 103 105

Ppn(n)|| 6 4 2 0 6 4 2 0| 6 4 2 0 6

(n) || 633 625 625 625 633 625 625 625|633 625 625 625 633

523 | Lyax(n) || 105 100 103 98 101 104 99 102|105 100 103 98 101

Ppn(n)|| 5 2 7 4 1 6 3 0| 5 2 7 4 1

(n) || 633 625 633 625 625 633 625 625|633 625 633 625 625

524 | Lpax(n) || 105 101 105 101 105 101 105 101 | 105 101 105 101 105

Ppn(n)|| 4 0 4 0 4 0 4 0| 4 0 4 0 4
(n)

633 625 633 625 633 625 633 625|633 625 633 625 633

Tab. 8.3: Velikosti prodlouzeni sesgmentd proriiznédéky segment( s pfi hloubce dekompozice
d = 3 adécefiltru m = 16. Z tabulky je patrna periodicita levych a pravych prodlouzeni a

tim takétaz periodicita celkové déky prodlouzeného segmentu.
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plati pro z(n, s, d):
S S
ﬁ —1< Z(?’L,S,d) < ﬁ

aprotoze z(n, s,d) € Z, miize nabyvat pouze hodnoty ceil () nebo ceil (3) — 1. Dosa

+1, (8.25)

zenim z(n, s, d) zpét do rovnice B.24) ziskavame druhou ¢ast tvrzeni. O

Zakonitosti uvedené v tomto lemmatu jsou rovnéz patrné v tabulcel83

8.3.1 Algoritmus SegWT

V tomto oddilu navazujeme na predchozi Gvahy uvedenim samotného algoritmu SegWT.
Algoritmus pracujetak, ze postupné nacita (pfijima) segmenty vstupniho signalu, vhodnym
zplisobem je prodiuzuje — dalo by se fict navzgem prekryva, z téchto prodiouzenych
segmentll pak pocita modifikovanym zplisobem waveletové koeficienty, které nakonec
jednoduchym zplisobem spojuje dohromady. S prvnim a poslednim segmentem, jak jiz
bylo vysvétleno vySe, musi algoritmus zachazet odlisné od ostatnich segmentdl.

Algoritmus 8.16: Jsou dany waveletovefiltry g, h delky m, hloubka dekompozice d atyp
prodlouZeni na okrajich signdlu. Dae jsou dany segmenty délky s > 0 vstupniho signalu

x, které oznalime x,%x %x, . . .. Podedni segment miize mit délku mensi nez s.

1. Nastavime N = 1.
2. Natteme prvni segment vstupniho signalu, x, aoznatimejg za,, aktualni“. Prodlou-
Zzime jg zlevao r(d) nulovych vzorkd.

3. Pokud prvni segment je zaroven poslednim

(&) Jde o klasickou waveletovou transformaci. Vypocitame DTWT tohoto jediného
segmentu algoritmem Bl
(b) Algoritmus kongi.
4. Natteme (N + 1)-ni segment a oznafime ho za ,, nasledujici®.

5. Pokud tento segment je poslednim segmentem

(& Spojime aktuani a nasledujici segment dohromady a oznaCime tento vektor
jako aktualni. (Aktualni setedy stava poslednim.)

(b) Prodlouzime aktualni vektor zprava o r(d) nulovych vzorkd.

80



(c) Vypocitame DTWT hloubky d z prodlouzeného aktudlniho segmentu podlie
algoritmuB19

Jinak

(d) Spocitame L,,., pro nasledujici segment a P, pro aktuani segment (viz
tvrzeni B12).

(e) Prodlouzime aktua ni segment zprava o P, vzorkl z nasledujiciho segmentu.
Prodlouzime nasledujici segment zleva o L., vzork{ z aktualniho segmentu.

(f) Pokud aktualni segment je prvni segment, vypocitame DTWT hloubky d
z prodlouzeného aktualniho segmentu podle algoritmulBI8 Jinak vypocitame
DTWT hloubky d z prodlouzeného aktual niho segmentu podle algoritmuB.I7

6. Upravimejednotlivévektory svypoctenymi wavel etovymi koeficienty tak, ze odstra-
nime zleva urcity pocet redundantnich (prebytecnych) koeficientll, konkrétné takto:
v k-téGrovni, k = 1,2,...,d — 1 odstranime zlevar(d — k) koeficientl.
7. Pokud je aktuani segment poslednim, pak stejnym zplisobem jako v pfedchozim
bodu odstranime redundantni koeficienty, tentokréat vSak zprava.
8. Vysledek ulozimejako Mal® Ndd N1 - NgD),
9. Pokud aktuani segment neni poslednim
(8 Oznafime nasledujici segment jako aktualni.
(b) ZvySime N o1 avratime se nabod@

Schematicky diagram algoritmu je na obrazku B2
Poznamky:

1. Pokud vstupni signal byl rozdélen na S > 1 segmentd, pak vystupem algoritmu je
celkem (S — 1)(d + 1) vektorli s waveletovymi koeficienty:

{ia(d)7 Z'd(d)’ id(dfl), o 7id(l) ;g‘:_ll

Cislo (S — 1) je zde proto, Ze posledni dva segmenty jsou v algoritmu vzdy potitany
jako jeden segment.
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aktual ni : =N

2

| prodl ouzeni zleva

ano
posl edni =1

nasl eduj i ci : =N+1

| DTWI al goritmem 1 |

aktual ni: =
akt ual ni +nasl eduj i ci

| prodl ouzeni zprava

Y

DTWI al gori tmem 19

nasl eduj i ci =posl edni

vypocet Lmax, Pnin
pro aktual ni

pr odl ouzeni
o Pmin zprava
o Lmax zl eva

ano
akt ual ni =prvni

DTWI al gori t

mem 18 | | DTWI al goritmem 17

odstraneni redundantnich
koeficientu zl eva

akt ual ni =posl edni

odstraneni redundantnich
koeficientu zprava

Obr. 8.7: Vyvojové sch
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Spojime-li tyto vektory dohromady, tzn. za sebe sefadime vektory aproximacnich
koeficientll 'al® 2a@ ... S-1a9) a obdobné sefadime vektory vSech detailnich ko-
eficientll na stejné Grovni dekompozice, dostavame tim soubor d + 1 vektorl, které

jsou totozné s wavel etovymi koeficienty signalu x.

2. Ad 5(a): slouteni poslednich dvou segmentli do jednoho je nutné udéat, nebot
nemame jistotu, ze posledni segment je dostatecné dlouhy , aby z n§ bylo mozné

vypoCitat alespon jeden waveletovy koeficient hloubky d.

Daeuvadime, vnitini* algoritmy metody SegWT, nakteré se odvolava, hlavni* algoritmus
BI1a
Algoritmus 8.17: Tento algoritmus je totozny s algoritmem B, s tou vyjimkou, ze zde

neprovadime krok 2(a), tj. prodluzovani vektoru.

Vynechani kroku 2(a) je zamérem, nebot dostatetné prodlouzeni (celkovée délky > (n)
namisto (m — 1)) sev agoritmu provede jiz pred aplikaci vypoctu transformace na
prodlouzeny segment. Vyseknuti uzitené ¢asti koeficientll je v algoritmu SegWT imple-
mentovano az pozdgi, v obecngsi podobé, v kroku@

Nasledujici dva algoritmy vyuzivame pro zpracovani prvniho, resp. posledniho seg-
mentu. Zgjistuji, aby tyto segmenty byly zpracovany vcetné zvol eného typu prodlouzeni na
okrgjich signalu. ProtoZe toto prodlouzeni je nutné provést v kazdée Grovni dekompozice,
vyuzivame algoritmu B, kde modifikujeme krok 2(a), ktery se tyka praveé prodlouzeni:
Algoritmus 8.18: Algoritmus je totozny s algoritmem B, s tou vyjimkou, ze v tomto
algoritmu nahradime krok 2(a) krokem:

,»Zmeénime koeficienty vektoru a/) na pozicichr(d — j) —m +2,...,r(d — j),

tak, jak to odpovida typu prodlouzeni.”

Algoritmus 8.19: Algoritmus je totozny s algoritmem B, s tou vyjimkou, ze v tomto
algoritmu nahradime krok 2(a) krokem:
» Zménime koeficienty vektoru a) na pozicichr(d — j) —m+2,...,r(d — j),

nyni ale potitanych z pravé strany al¥) , tak, jak to odpovida typu prodlouzeni.

Poznamka: P¥i urGovani, které koeficienty zménit v pripadé algoritmuBI9, nevime pre-

dem, jak dlouhy bude posledni slouteny segment véetné prodlouzeni. Kvuli tomu pocitame
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v agoritmu indexy koeficientll, které mame ménit, z prave strany.

8.3.2 Dulsdedky a omezeni algoritmu SegWT

V tomto oddilu bude odvozeno, kolik koeficientl jsme schopni z kazdého segmentu vypo-
Citat metodou SegWT a dale bude odvozena minimalni délka segmentu.

V nasledujicich dvou tvrzenich pfedpokladame, Ze vstupni signal zpracovavame algo-
ritmemBI7 Ve vech tvrzenich pak uvazujeme libovolnou délku prodlouZeni, jednodusSe
feteno, dovolujemessi prodiouzit vstupni signél x = a®) z pravéaz levé strany o libovolny
pocet vzorkd.

Lemma 8.20: Necht’ x je n&aké prodlouzeni vstupniho vektoru x. Pak plisobnost n-tého
wavel etového koeficientu v Fadeé z k-té Grovné, pokud takovy |ze z x vypoCitat, zaCina ve
vektoru x na pozci (vzorku) 2¥n a kon€i na pozci [2*n + (28 — 1)(m — 1)].

Dlkaz: Pron = 1, tzn. pro prvni koeficient v k-té Urovni zacina plisobnost v prodlouzeném
signalu x diky sudé decimaci na pozici 2*. Obecné plisobnost n-tého zatina v x na pozici
2F + 2F(n — 1) = 2*n. Konec plisobnosti pak uréime jednoduse s vyuzitim dusledku B3
jako [2kn + py(k) — 1] = 2Fn + (28 — 1)(m — 1). O
Lemma 8.21: Necht’ x je ngjakeé prodlouzeni vstupniho vektoru x. Necht' [ je délka x. Pak

z takto prodlouzeného vektoru x je mozno vypocitat NejVy3e gm.. waveletovych koeficientl

Urovné k, kde guax je ngvétsi ¢ € {0, 1,2, ...}, spliujici nerovnost
g <27+ @2F-1)(m-1). (8.26)

Dikaz: Z lemmatu vime, Ze v k-té Grovni plisobnost ¢-tého wavel etového koeficientu
v fadé kongi v prodlouzeném signdlu x napozici [25¢+ (2% —1)(m—1)]. Stati tedy spoCitat,

pro jaké negjvySSi ¢ je splnéna nerovnost

g+ (2" —1)(m—-1) < 1
kg < 1—(2"-1D(m—-1)
g < 27— (2"=1)(m—1)]
g < 27M+@2F-1)(m-1). O



Dikaz lemmatuB8 Provedeni algoritmu DTWT (algoritmusB) o hloubce & na signau
x 0 délce v odpovidaprovedeni algoritmu nasignalu x, ktery je z x vytvoren prodlou-
zenim zlevai zprava o r(k) vzorkl. V lemmatuB38 jde pouze o pocet koeficientl, nikoliv
0 jejich hodnoty, proto miizeme nyni zanedbat typ prodlouzeni okrajli signalu. Proto pocet

koeficientll ziskanych algoritmemBl ziskame uzitim lemmatuBZl svolbou | = v+2 (k).

Vs v

¢ < 27Fp+2r(R)]+ (27 = 1)(m—1)
g < 27Fu+2@0" -1 (m -]+ Q2 F=1)(m-1)
g < 27Fp 427 D) (m -1+ Q2 -1)(m—-1)
qg < 27Fu 4+ (m-DRMEF -1+ 27 -1)
¢ < 27"0—(m-1)(27" 1),
coz je pravé Eislo floor (27Fv — (27F — 1)(m — 1)). O

Tvrzeni 8.22: Necht' je dana hloubka dekompozice d a necht’” "x je prodiouZzeni n-tého

segmentu "x plivodni délky s. Pak ze segmentu x vypoCitame algoritmemBI17

ceil (%) pro >3(n) = r(d) + 27 ceil (%)

ceil @) —1 pro () = r(d) + 2% ceil (%) o

Gmax(n) = (8.27)

wavel etovych koeficientll rovné d.

Diikaz: Uzitim lemmatulBZI pfi volbé k = d adosazenim ! = >~ (n) = r(d) + 2 ceil (5):

2
IN

27U+ (274 = 1)(m —1)

8
IN

2=4p(d) + ceil <%) + (24— 1)(m—1)
%) L) (m—1)
2792 = 1) + (27 = D](m — 1) + ceil (o)

9d
ceil <2—Sd>

Nejvétsi prirozené ¢ spliujici tuto nerovnost je ZFgimé gyax = ceil (3%).

S
IN

2-4(2¢ _ 1)(m — 1) + ceil <

2
IN

IN

q

V pripadé kratsiho segmentu, I = >"(n) = r(d) + 2 ceil (35) — 27, vyjde analogickym
POSLUPEM ¢y = ceil () — 1. O

85



Jako prirozeny se jevi pozadavek, aby z kazdého segmentu bylo mozné vypoCitat
alespon jeden wavel etovy koeficient maximalni hloubky. To vede na nasledujici tvrzeni.
Disledek 8.23: (minimalni délka segmentu)

Necht’ je dana hloubka dekompozice d. Za predpokladu S > 2¢ 4 1 musi délka neprodlou-
Zeného segmentu, s, splhovat podminku s > 2.

Dlkaz: Za predpokladu S > 2¢ 4 1 jisté nastane v prlibéhu algoritmu situace, ze
budeme zpracovavat segment o délce vEetné prodiouzeni > = r(d) + 2% ceil (&) — 24,
viz B2Z3). Tvrzeni B2ATik4, kolik koeficientll jsme z tohoto segmentu schopni vypocitat.

Pro toto €islo ¢y,., pFirozené pozadujeme

v
—_

Qm ax

ceil (2—8(1> —1

2d

S

v
—_

V
—_

2¢ [

V

Poznamky:
1. V pripadé S < 27 4 1 nemame jistotu, Ze budeme v priibéhu algoritmu pracovat se

segmentem o celkové délce Y = r(d) 4 24 ceil (&) — 2
2. Va&mnémesi, ze minimalni délka segmentu nezavisi nadél ce wavel etového filtru m.

Co setykazpozdeni, z popisu a goritmulB.I8j e ziejmé, Zevechvili, kdy jeznam segment
¢islon a P, koeficientli segmentu €islo n + 1, je mozno vypoCitat wavel etove koeficienty
prislusgjici segmentu n. Vzhledem k tomu, Ze algoritmus SegWT vychazi z predpokladu
segmentovéeho zpracovani signalu, to znamena, ze zpozdeni algoritmu SegWT je jeden
segment (tzn. s pFichozich vzorkl) plus €as potfebny na vypocet wavel etovych koeficientl
z aktualniho segmentu. Ovem ve specialnim pripadé, kdy s je délitelné ¢islem 29, vak
plati dokonce P, (1) = 0 provsechnan € N (viz tvrzeni814), ato znamena, Ze zpozdéni
algoritmu je determinovano pouze délkou vypoctu!

AlgoritmusBId byl vyvinut i k obecnésimu pouziti pro nestejnou délku segment.
V tomto pfipadé samoziegj mé ztracime néktereinformace, kteréjsmev pripadé shodnedéaky
segmentdl mohli vypoCitat pfedem a vyuZzit pak pro zrychleni algoritmu; napf. ztracime

periodicitu levych a pravych prodlouzeni segmentd.
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Vzhledem k tomu, Ze zakladni krok transformace typu wavelet packet je totozny se
zakladnim krokem klasické waveletove transformace, je zfggmé, Ze algoritmus je mozno

teméf bez Gprav vyuzit i pro tento typ transformace.

8.3.3 Algoritmus SegWT pri prodlouzeni typu ,, zero padding*

Jak bylo uvedeno, pri wavel etovétransformaci hraje diilezitou Glohu typ prodlouzeni okrajli
signalu. Ve specianim pripadé tzv. zero padding neboli prodlouzeni nulami je mozné algo-
ritmusB.I8vyrazné zjednodusit. Schema upraveného algoritmu je uvedeno na obrazkulB.38.

ZjednoduSeni je umoznéno tim, Ze pri transformaci okrajovych segmentti signalu pro-
vadime pouze prodlouzeni pouze nulami. Diky tomu v algoritmu z obr. B8 jiz neni tfeba
vyuzivat vypotty pomoci algoritmll B, B8, BI9 ae pouze pomoci jediného algo-
ritmuB817

Uvedeny algoritmusje implementovan ve funkci segwt . m kteraje k nalezeni na pfi-
loZzeném médiu. Tato funkce na zakladé parametrll s ad provede wavel etovou transformaci
signalu po segmentech a na vystupu dava stejné vektory waveletovych koeficient(l, jake

bychom vypoCcitali klasickym dekompozi¢nim pyramidovym agoritmem pri prodlouzeni

»Zero padding“t.
84 Zaver

Obsahem této kapitoly je algoritmus, ktery umoznuje provadét wavel etovou transformaci
diskrétnich signalti v redlném Case. Algoritmus pracuje na principu uréeni optimalni zpi-
sobu prekryvani signalovych segmentil a nasledném provedeni modifikovaného transfor-
macniho postupu.
staveného agoritmu.

Vzhledem k vy3e uvedené nevyhodé redundance vypoctenych koeficientli se nabizi
moznost pokusit setuto redundanci odstranit. V principu by 8o oto, neprodluzovat v Urovni

k = 0 segment o (d) vzorkl, nybrz namisto toho v kazdé trovni (k = 0, ..., d — 1) pouze

Sve Wavelet Toolboxu Matlabu do tohoto modu prejdeme prikazem dwt node(’ zpd’ )
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akt ual ni : =N

prodl ouzeni zleva

ano ]
posl edni =

prodl ouzeni zprava

[ =N+1

DTWI al goritnmem 17

nasl edujici: =N

odstraneni redundantnich
koeficientu zl eva

ano

nasl eduj i ci =posl edn
odstraneni redundantnich
koeficientu zprava

vypocet Lmax, Pmin
pro akt ual ni

aktualni:=
akt ual ni +nasl eduj i ci pr odl ouzen
o Pmn zprava
o Lnmax zleva

prodl ouzeni zprava

DTWI' al goritmem 17

odstraneni redundantnich
koeficientu zl eva

akt ual ni =posl edn

ul ozeni nezivysl edku

odst raneni redundantni ch
koeficientu zprava

akt ual ni : =nasl eduj i c

Obr. 8.8: Schéma algoritmu SegWT pfi prodlouzeni nulovymi hodnotami (, zero padding”).
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rr

o nutnych (m — 1) vzorkU, resp. koeficientll. Toto sice sniZi celkovou vypocetni narocnost
algoritmu, nicméné tento pristup ma také své nevyhody, ato jednak, Ze algoritmus nutné
zedloziti, adale, Ze vzroste pamétova narocnost algoritmu, nebot vypoctené koeficienty si
musi algoritmus ,,zapamatovat” do doby zpracovani dalSiho segmentu.

Pokud bychom netrvali naprovadeéni algoritmu v readlnem Case, a e kritériem optimality
by zlistala naprosta eliminace redundantnich vypoct, | ze metodu pouZzit iterativné pokazde
pouze s hloubkou d = 1; poté, co po segmentech vypocitame wavel etove koeficienty prvni
Urovné, opakujeme segmentovanou metodu natéchto koeficientech atd., az se dostanemedo
plivodné pozadované hloubky dekompozice. Tim vlastné napodobujeme chovani Mallatova
algoritmu, pficemz hospodarneé vyuzivame pamétové prostiedky.

V budoucnu je tfeba pro Uplnost doplnit algoritmus, ktery je schopen po segmentech
provadét take inverzni waveletovou transformaci. Po zakladnich Gvahach se zda, Ze tento
Ukol zdaleka nebude tak komplikovany, nebot jiz bude mozné vyuZit aparatu uvedeného
v této kapitole. Po odvozeni tohoto algoritmu bude pak mozno skutetné zpracovavat signal
modifikaci jeho wavel etovych koeficientll v realnem Case.

Pro budoucnost se rovnéz nabizi Sance zobecnit algoritmus SegWT také pro biortogo-

nalni wavel etyH apro obecngsi zplisoby decimace [[19, [30].

6algoritmus umoziuje pouZiti libovolng, tedy i liché délky filtru m, takze v tomto smyslu je SegWT pro

biortogonalni wavelety pripraven
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Zaver

V dizertaCni praci byla prezentovana metoda potlacovani Sumu obsazeného v signalu
pomoci waveletove transformace a nékteré jeji modifikace provedené za Ucelem zlepSeni
separacnich vlastnosti. Rovnéz byla uvedena nova metoda tzv. segmentované wavel etové
transformace.

Po uvedeni do problematiky a stanoveni cilli dizertatni prace byly v kapitolach aH
uvedeny zaklady waveletove analyzy ateorie tzv. waveletovych paketil, pomoci nichz Ize

.

nalézt ., nejlepsi” bazi, ktera ngjvice odpovida konkrétnimu analyzovanému signalu.

Té&zisté védeckéeho prinosu prace tvori kapitoly @ aB.

V kapitoleB@ byl vysvétlen znamy princip wavel etoveho odSumovani signaltiabyly uve-
deny pouzivané prahovaci techniky vcetné jejich statistickych vlastnosti (pomoci analyzy
tzv. vychyleni, rozptylu a rizikové funkce) a tyto vlastnosti byly porovnany. Srovnanim
dvou hlavnich typll prahovani, tvrdého a mékkého, byly vyvozeny zavéry, ze tvrdé pra-
hovani hiife potlatuje Sum, ale |epe zachovava rychlé zmény v signalu (skoky a 3picky),
zatimco mékke prahovani je velmi Uspésné pii potlacovani Sumu, ale matendenci ,, prehla-
dit“ skoky a3picky (napr. v obraze se jednao hrany objektl). Vic nez jen kompromistvori
polomékké prahovani, které ma pri spravné volbé dvou parametrli ngjniZsi riziko chyby.
Ovsem dva parametry metody zaroven tvori velkou nevyhodu oproti jinym metodam, které
pracuji pouze s parametrem jednim. DalSi uvedené metody, a to nezporna garota a hyper-
bolické prahovani, se snazi tuto diskvalifikaci zménit. Pracuji pouze s jednim parametrem,
avsak ve statistickem smyslu nedosahuji takove kvality jako polomékké prahovani.

Toto srovnani prahovacich pravidel pomoci matematické statistiky se nam podarilo
publikovat na vyznamnych zahranicnich konferencich [58, 65, 66], na tuzemskych konfe-
rencich [59, [60], odbornych seminéfich [[70] ataké v fadé vyzkumnych zprav.

Na zakladé testovani wavel etovych metod na feCovych signalech (kap. [4) se ukazalo,
Ze waveletové potlatovani Sumu vykazuje pfi spravné nastavenych parametrech velmi
dobré vysledky, zejména pfi hodnotach SNR presahujicich 0dB. V objektivnim i subjek-
tivnim srovnani pritom metoda negjlepsi baze wavel etového paketu (WP) predCila metodu

prahovani v klasické waveletové transformaci (WT), ovSem za cenu zvySeni vypocCetni
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narocnosti. Nahravky separované pomoci WP obsahuji mnohem méné rusivych viemill a
jsou srozumitelngsi. V rozsahu SNR od oo prfiblizné do 3 dB se jako nejvhodngsi pro
feCovy signal jevi hyperbolické prahovaci pravidlo. Pro nizsi odstup signalu od Sumu je pak
vhodngSi pouZzit tvrdé prahovani — pres vsechny rusive artefakty poskytuje nejlepsi srozu-
mitelnost. V navazujicim vyzkumu bude vhodné implementovat také algoritmus nal ezeni
optimalnich prahli \;, \, pro polomékkeé prahovani.

Praktickym testovanim se potvrdily zavéry teoretické analyzy kapitoly @, ze mékké
prahovani nejlépe potlatuje Sum na Ukor zachovani detailll, a tvrdé prahovani naopak
rychlé zmény v signalu zachovava pfi soucasné nizSi mife UCinnosti separace. Mékké
prahovani se vSak ukazalo byt nevhodnym pro feCovy signal, nebot potlatuje slozky feci,
které jsou podstatné pro jeji srozumitelnost.

V kapitole@ byla prezentovana zcela nova metoda segmentované wavel etove transfor-
mace, SegWT, ktera umoziuje zpracovavat signa po segmentech zvolené déaky, a tudiz
umoziuje jakykoliv typ waveletového zpracovani signalli v redlnem Case. To ma velky
vyznam pro budouci vyvoj v Sirokém spektru aplikaci, jako napf. pro separaci fe€i a Sumu
pri komunikaci v redlném Case, zpracovani hudebnich signalli pomoci systému plug-in
modul & nebo pro modul ace wavel etového typu, které se experimentalné zatingji pouZivat
v systémech ADSL a SDR.

Vyvoj metody SegWT zapocal v Fijnu roku 2003 a soucasna verze algoritmu vznikla
v kvétnu 2004, a to je diivodem, pro€ tato ¢ast prace zatim nebyla publikovana. Struény
popis metody bude prezentovan ve sborniku [[69] a rozSifenou verzi na nékteré vyznamné
konferenci nebo v mezinarodnim €asopise.

V ramci dizertatni prace byl rovnéz vytvoren programovy balik ThreshLab pro prostfedi
MATLAB. Tento balik obsahuje funkce pro zpracovani signalli pomoci prahovani, pro
numerickou i grafickou analyzu prahovacich pravidel, pro provedeni azobrazeni MRA atd.

V budoucim vyzkumu bude vhodné se zaméfit, jako pokratovani této dizertatni prace,
na metody obecného navrhu waveletovych bazi [B6], na tzv. frggmy (frames) [9], biorto-
gonalni systémy [40], nebo dokonce na reprezentaci signalu v neliplnych systémech [47].

Predmétem zgmu by mohlo byt také pfeneseni waveletovych metod separace na smési

’Software-defined Radio, systém, kdy veskeré zpracovani signdlu pro jeho vysilani a pfijimani probiha

softwarovymi prostfedky, at' uz v pocitaci nebo napf. na signalovém procesoru
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signau se Sumem, ktery jiz nema gaussovské rozdéleni (barevné Sumy apod.). Rovnéz
hodlame optimalizovat algoritmus SegWT, jelikoz, jak bylo uvedeno v zavéru kapitoly 8,

jeho souCasna verze obsahuje duplicitu vypotth na prechodech jednotlivych segmentd.
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Pilohy

A Dukazy tvrzeni

Dikaz tvrzeni Bl Ukazeme, Ze soucet rozptylu a kvadratu vychylky je rizikovou funkci:

V(b) 4 [My(b) — b]? = E[§(D) — M, (b)]? 4 [M(b) — b]* =

= E[0(D)]* — 2M,(b) ES(D) + [My(b)]? + [Mx(b)]* — 20 My (b) + b* =
= E[0(D)]? — 2 [Mx(b)]* + 2[Mx(b)]* — 26 M\ (b) + b*

= E[§(D)]* — 2b My(b) + b* = E[§(D)]* — 20 E§(D) + b*

= E[§(D) — b]* = Ry(b) O

Dukaz tvrzeniE2 Necht X ~ N(b,1) aY = 6(X, \) jetransformovananahodnavelicina
V&echny vzorce |ze odvodit pfimym vypoctem z definice stfedni hodnoty EY', rozptylu
varY = E(Y — EY)? arizikaE(Y — b)2.
Dale ukazeme odvozeni napf. vztahu pro stfedni hodnotu tvrdého prahovani M: (b).
V zorce pro hyperbolické prahovani jsou uvedeny zvla&t v priloze Bl EY = M} (b) vypoCi-
tame jako
EY = E(YXjai<n) + Y Xl pf>21) = B X(ajja1<a)) + E(Y Xz jo15))

(YX(alja>2p) = E(XX{a] 2>2})

/ zo(x —b) dx—/_/\xgo(x—b)dx
/.

|
3]

g

A

88

A—b
(x +b)p(x) dx —/ (x +b)p(x) de.
A—b

o0

Prvni integral

/_Oo(x+b)<P(x)dx:/Ooxgo(:c)d:chb/_oogo(x)d:c:0+b.1:b

[e.9] —00 [e.9]

adruhy integral
A—b A—b A—b
/ (x +b)p(x)de = / zo(z)dr + b/ o(x)dx

—A—b —A—b —A—b

93



_ /_H} dczix) dz +b[®(2)N", = = [p(@)]0, + b [@(@))0,
= —[p(A=0) = p(=A = D) + D[(A = b) — D(=A - D)]

=[pA+0) — oA =0)] +b[P(A—b) — 1+ () +b)]

svyuzitim 28 — 5 o (2), ®(—x) = 1 — ®(z) ap(—2) = p(z). Pk EY je dohromady
rovno

EY =0+ 01 —-®(A—0b) — DA +b)]+o(A—0) —p(A+D).

Obdobné ostatni vypocty vedou na (jiz slozitgjsi) integraly obsahujici standardizované
normal ni rozlozeni, z nichz nékteré (nezdporna garota, hyperbolické prahovani) ani nemaji

analyticky tvar amuseji byt vypoCitany iterativné numericky. O

Dikaz tvrzeniBZ: Platnost bodu 1. je zfejma a nasledujici body z ngj plynou takto:

2. My(b) = E[6(D, \)] = 0E[6 (2,2)] = 0 M6 (2)

' o

3. Vi(b) = var[0(D, \)] = o?var[§ (£,2)] = 02 Vy/s (1),

o’o

4. Ry(b) = Va(b) + [MA(D) — b2 = 0®Vi o (£) + [0Mays (2) — 8] =

(e

_ 52 {Vx/a (L) + My () - 2}2} =0’Ry/» (%) svyuzitim2.a3. U

o o
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B Odvozeni MY (b), VI¥(b), R (b) pro hyperbolické
prahovani

PFi vypoctu statistickych charakteristik hyperbolického prahovani vychazime jako u ostat-
nich pravidel (viz dlikaz tvrzeni B2) pfimo z definice stfedni hodnoty a rozptylu transfor-

mované nahodné veliciny. Stfedni hodnota

MY (b) = E[f™¥(X,\)] = EY =

= EYXlapry) = E [Sgn(X)\/X2 — A2 X (o 2>}

00 -2
= / \/xz—/\Qcp(x—b)dx—/ Vaz = Np(x—b)de
A —00
0o A
= / Va2 = X2 p(x —b)dr + / Va2 — N p(z+b)de
A 00
= / Va2 = 2 [p(x —b) — p(x + b)] du.
A
Rozptyl
2
V() = B [(5hy(X, ) — M*;Y(b)}
= E[™(X, 0] - 2My (b) B5™ (X, V)] + MY ()]
— E[™(X, )] - MY ()], (B.1)
Hodnota vyrazu Mﬁy(b) uzZ je znama a proto nyni vypocitejme, ¢emu je roven prvni ¢len
v (B). Oznatime-li nyni Y2 = 7 a
Cs0) = [ @ lelo =)~ pla -+ B)] o, 8.2
A
pak
E[™(X,\N)]" = EY? = EZ
= E(ZX{a) pj<ny + ZX(af 2)>2))

= E(ZX{z)|e|>7})
= E { [sgn(X)\/m] 2 X{a| |$|>/\}}
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= EJ X2 X%) X (e a2} |

(22 — \?) x—b)dx+/oo(:c2—)\2)g0(x—b)dx
— %) [p(x — b) + @(x +b)] dz

= b) )\z/Aoocp(:p—b)dx—/\Q/AOng(x—I—b)dx
— (b)) = N2[1— B\ —b)] — A2[1 — B(A+b)]
= C\(b) = N2 =N —b) — ®(\+b)].

Dohromady tedy

V(b)) = Ca(b) = N[2 = ®(A —b) — B(A+b)] — MY (b))
= A+0)peA=0)+(A=0pA+0b)+ (B.3)
+ (140 = A2 =B\ —b) — B\ +b)] — MY (b)]?

svyuzitim vyjadfeni C)\(b) pomoci lemmatu

Riziko hyperbolického prahovani nyni miizeme napsat s vyuzitim tvrzeni 6.1 jako

RY(D) = V(b)) + MY () - 26MY (b) + b7
= A+b0)pA=0b)+A=bpA+0b)+ (B.4)
+ (140 = A2 = B\ — b) — B(\+ b)] — 26MY (b) + b2

Lemma 9.1: Plati
Calb) = (A + B)o(A — b) + (A — B)p(A+ b) + (1 +1)[2 — B(A+b) — B(A— b)),
Dikaz
Or(b) = /:Ox (x — b) + o(z + b)) de

= / xgox—bdx—ir/ z® o(z + b) dx
A A

o0

= / r+b)?p(x)dr + //\Cx:)(x — b2 ¢(z)dr. (B.5)
+

A

Pritom pro integrdy v (B5) pl

[e.9]

/ x £ b)? / 2% p(x)dr £ 26/ zp(z)dr + 62/ o(x)dz. (B.6)
AFb AFb AFb AFD
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Jednotlivéintegraly v (B.8) upravime:

/:Ob 2 p(x)dr = Ti(AFD)
= (AF A Fb) +To(AFb)
= (AF)p(AFb)+1-2AFD)

svyuzitim lemmatu@.2, dale

/:Ow(x)dx ~ — lim /A do(@) 4,

Fb a—00 Fb €T
= — | lim p(a) = p(A F V)

a—00

= o(AFD)

svyuzitim d‘(’;—ff) = —zp(x) adde

/)\00 p(r)dr = lim ’ o(x)dx

Fb =00 JaFb
= lim [®(2)]\,

a—00

= 1—-®(AFD).

Diky témto vztahlim tedy miizeme dohromady napsat (B.8) jako

f;;b@ +0)2p(x)dr = AFL)pAFb) +1—-dAFD)
+2p(A T b) + B[l — B\ T b)

a po Upravach pak vyjde konetné

Ch(b) = (A+b)pA=0)+ (A =0b)p(A+D)
+ (1 +H2-BN=b) —dAN+D)]. O

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

Lemma 9.2: Oznatime-li T',(\) = [~ 2" p(z) dz, pak tento integral 1ze vypogist rekur-

A
zvné
L,(\) = A" o\ + (2n — DT, 1 (), n>1,

kde To(\) = 1 — B(N).
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DUkaz: Integrovanim I, (\) per partes pron > 0 dostavame

() = V”H go(x)I\o—F A T @) ds

2n+1 2n+1

1 2n+1

_ [lim a[2n+1(p( ) — /\2n+1 +/
A

(x)dx
2n + 1 Lla—oo

)\2n+1 1
R / 20 (2 da

2n—|—1

2n+1 2n+1
1
= g [0 4 T ()

aztétorovnosti plyne
oA = X" o(\) + 2n+ DT,(A), n>0,

COZ po zméngé indext je presné tvrzeni, které chceme dokazat.
DaeTy(\) = [ p(z)de = [T o(x dx—fj‘oogo(x) de =1-—d(N).
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C Programovy balik ThreshLab

ThreshLab je autorsky soubor programi (tzv. m-funkci) pro prostredi MATLABH, ktery
navazuje na Wavelet Tool bo><H firmy MathWorks. Tento balik zahrnuje zefména:

e implementaci vSech péti druhti prahovani waveletovych koeficientd,

e numerickou i grafickou statistickou analyzu kazdého z prahovacich pravidel, ato pro

obecny rozptyl Sumu o # 1,

e vytvoreni potiebnych typll grafli, coz zahrnuje napf. prehledné zobrazeni prahova-
nych koeficientll, zhodnoceni vysledkll prahovani, mnohoméfitkovou analyzu

(MRA), tésnost priléhavosti wavel etové baze k analyzovanému signalu
e t0 v3e dostupné pomoci nékolika hlavnich funkci s volitelnymi parametry.

M-funkce obsazené v tomto baliku jsou k nalezeni na pfilozeném médiu. Napovédu k funk-
cim apopisky v jimi produkovanych grafech jsme prepracovali do anglického jazyka, kvuli

zamy3lené prezentaci a zvefeginéni na mezinarodni Grovni. Hlavni m-funkce ThreshLabu

jsou:

mydw . m........... provede waveletovou transformaci (dekompozici) signalu na za&
kladé fady volitelnych parametrli a vykredli prehledny graf wave-
letovych koeficientl;

myidw.m.......... provede inverzni wavel etovou transformaci (rekonstrukci) signalu
z waveletovych koeficientll a vykresli prehledny graf;

thresh.m.......... Ustfedni procedurabal itku. Nazakladéfady parametrii provedepra-

hovani wavel etového spektravstupniho signau aprehledné zobrazi
vysledny signal a statistiku prahovani jednotlivych Grovni wavele-
tovych koeficientdl. Prakticka ukazkaviz obr.[Zl Implementovano
je pét druhti prahovacich pravidel: tvrde, mékke, polomékke, hy-

perbolické a nezaporna garota.

lverze 6 avySi
2verze2.2
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pl ot wav. m........ funkce umoziujici vykresleni rliznych typtl grafli obsahujicich wa-
veletove koeficienty, prispévky jednotlivych Grovni v MRA apod.
Prakticka ukazka viz obr. @3 A9

era* +.m......... patnact funkci pro statistickou analyzu prahovacich pravidel. Sym-
bol * zastupuje oznaCeni typu prahovani, symbol + zastupuje nazev
statistiky. Napf. funkce er a_hy _var i ance. mvypocita rozptyl
hyperbolického prahovani.

denoi se_t ree. m...odSumovani signalu reprezentovaného binarnim stromem.

wp_denoi se. m..... provede odSumovani signalu reprezentovaného binarnim stromem
pomoci nejlepsi baze wavel etovéeho paketu a tzv. , prahovou” ent-

ropii (str.B3). VWyuzivafunkci denoi se_tree. m

Funkce er a_* +. mvyuzivgi soubory di st chck. m nor npdf . manor ncdf. m
ze Statistics Toolbox for Matlab. Tyto soubory jsou nakopirovany do adresare baliku
Threshlab, aby uZivatel tento balik vyuZivat i bez zminéného tool boxul.
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D Obsah prilozeného CD
PfiloZzené CD obsahuje tfi adresére:

| Seg\Wr

obsahuje m-funkce Matlabu, slouzici k provedeni agoritmu SegWT pro prodiou-
Zeni okragjll signalu nulami (schéma na obr. BB). Hlavni funkce je segwt . m Adre-
sar také obsahuje funkci conmpar e. m ktera kontroluje, zda waveletové koeficienty vy-
poctené segwt . mjsou shodné s koeficienty vypottenymi klasickym zplisobem, funkci

wavedec. mWavelet Toolboxu pro Matlab.

/threshl ab
obsahuje vechny funkce baliku ThreshLab pro Matlab (popis viz pfilohu[@).

/testovani

obsahuje vstupni a vystupni soubory ziskané béhem testovani Gcinnosti waveletovych

metod (viz kapitolu[d).
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