Jak nejrychleji pripravit vodu na ¢aj?

Chceme si ve varné konvici pripravit vodu na caj, pficemz vodu z kohoutku
chceme pfed uvarenim pfekapat ptes filtr. Celkovy objem vody pfitom mutizeme
rozdélit na dvé casti, pricemz prvni ¢ast nechame nejprve prekapat a jakmile ji
dame uvarit, zacneme ptrekapavat druhou c¢ast vody, kterou po prekapani ptile-
jeme k prvni ¢asti a nechame dojit do varu.

Otézka zni: Jaky je pomerny objem pruni cdsti vody, aby byl ¢as na pripravu

nejkratsi?

Neuvazujeme vypafrovani vody, zvétSovani jejiho objemu, chladnuti vody ve
varné konvici, ¢as spotfebovany manipulaci... Konvice se vypina pri teploté
100 stupnt.

Oznacme:

V 11} ...celkovy objem vody

f [I/min] ...rychlost pfekapavani filtru

k [min/l] ...rychlost ohfati vody o 1 stupen
¢ [stupné] ... pocatecni teplota vody

Reseni: Oznaéme prvni &ast vody jako x, z € [0, V], druhd tedy bude V — z.
Intuitivné je mozné urcit feseni takto: zvolit x tak, aby ve chvili, kdy piekape
druha ¢ast vody V — = se pravé dostala do varu prvni ¢ast vody. Ukazme ale
analytické feseni, které nas dovede ke stejnému zavéru.
Rozdélime celkovy Cas ts(z) na tii éasti:
e {1(z) bude ¢as, za jak dlouho pfekape objem x
e t5(x) bude ¢as, za jak dlouho (ihned navazné na t;) piekape objem V — z
e t3(z) bude cas, za jak dlouho (ihned navazné na t;) se dovede do varu
V — x, a v ptipadé, Ze béhem t5 se nestihlo dostat x az na 100 stupnt, se
k tomu prida ¢as nutny pro dohtati x.
Béhem t; se objem x stihne ohtat na teplotu cy,, kterou je mozno urcit jako

feSeni rovnice

z(em — )k = 7 (1)

tm = ijj; e (2)

ale zaroven tato teplota nemtize byt vyssi nez 100 stupnt, a proto ¢, napiseme
jako

Crn = Min {100, % + c} : (3)



D4 se jednoduse ukézat, ze bude ¢, < 100 (tedy prvni varka vody nestihne

vyviit), pokud
PE— (4)
(100 — )kf +1°

Po této tivaze se vratme k definici tii ¢ast — bude pro né platit toto:

h=7 (5)
@:V;x (6)
ts = (V — x)(100 — o)k + (100 — ). (7)

Chceme tedy minimalizovat ty, = t; + 2 + t3 pro nezavislou proménnou z.

Napisme a upravme tento soucet:

V—=x

ty :§+ 7+ (V = 2)(100 = )b+ 2(100 = e ) (8)
V
-7 + kV (100 — ¢) + kx[(100 — ¢y) — (100 — ¢)] 9)
= % + kV (100 — ¢) + kcx — kx min {100, % + c} : (10)
P¥i nesplnéni (4) bude posledni vyraz roven
V
by = 7 + kV (100 — ¢) + kcx — 100kz (11)
1
=V [? + k(100 — c)] — zk(100 — ¢), (12)

coz je klesajici primka, protoze ¢ nemtize presdhnout 100 stupni a k& je kladné.
Naopak pfi splnéni (4) vychazi celkovy ¢as jako

ty = ; + kV (100 — ¢) + kcx — kx (2;;6 + c) (13)
_;+W(100—c)+km—%+§ (14)
— V(100 — o)k + ? (15)

coz je vzhledem k nezapornosti f pfimka rostouci.
Zamysleme si nyni, kde lezi minimum. Dosadime-li x = 0 nebo x = V|,

dosdhneme v obou piipadech (logicky) shodného ¢asu pfipravy
1
t=(0) =ts(V) =V [7 + k(100 — c)] .

A protoze pro rostouci x, jak jsme pred chvili ukéazali, nejprve ¢as linearné klesa

a pak linearné roste zpét do stejné hodnoty, minimum musi byt jediné a nachéazi
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Obrazek 1: Pribéh celkového ¢asu tx(z) piipravy 1 litru vody v zavislosti na
pomérném objemu x, pfi konkrétnich hodnotéch parametri k, f, ¢ z praxe (viz
text). PTi zvétsujicich se rychlostech filtrace a ohfivani f, k by se minimum po-

sunovalo vlevo, pii rostouci poc¢atecni teploté ¢ naopak vpravo.

se prave ve ,zlomu“ téchto tsecek. Tento bod je ovSsem takové x, pro které prave

nastane rovnost v . Tedy mame

ort = 1100 —‘c/)kf +1 (16)
a hledany optimalni pomérny objem prvni ¢asti (vzhledem k V') je tedy
(100 = i)kf I (17)
Optimalni dobu piipravy lze dopocitat dosazenim z.p a je to
by (ope) = V' | (100 — ) + ! (18)

(100 — )k f2+ f |

Pro praktickou pfedstavu, konkrétni filtra¢ni konvice mé f = 1/4 (pfekape
1 litr za 4 minuty), varna konvice méa k = 0,424 (pfivede do varu pullitr vody
z 15 stupnu za 1:50). Pfi takovychto parametrech vychézi optimalni objem

1
Tort =100 — o)k f + 1

= 0,526, (19)

tedy o néco malo vice nez polovinu objemu nechat prekapat v prvni varce.
Nejkratsi mozna doba pripravy jednoho litru tak bude 5,7 minuty, zatimco bez

rozdélovani by priprava trvala 7,6 minut!

Tato tloha by mohla mit i obecnéjsi znéni, napt. vodu by bylo mozné rozdélit
ne na dva, ale N dili, nebo by cilem nebylo dostat vodu do varu, ale pouze na

nizsi cilovou teplotu.





