Pani uklizecka a svazek neoznacenych klic¢iu

Pani uklizecka jde poprvé do sluzby. Ma uklidit v N mistnostech, dostane N
raznych kli¢, které k mistnostem patri, ale klice nejsou oznacené. Jaky je nej-
pravdépodobnéjsi pocet pokust, na ktery otevie vsechny dvere?

Predpokladame pritom, ze uklizecka si vSechny predchozi pokusy pamatuje a
ze postupuje nejefektivnéji jak je jen mozné. ,,Pokusem* se mysli kazdé zastréeni
klice do zamku.

Reseni:
V ramci feseni nejenom najdeme onen nejpravdépodobnéjsi pocet pokust, ale
rovnou ur¢ime celou pravdépodobnostni funkei (rozdéleni pravdépodobnosti).

Jedinym parametrem tlohy je pocet dveri N.

Strategie Bez Gjmy na obecnosti mizeme definovat algoritmus, podle néhoz
bude postupovat; zadny ,efektivnéjsi“ neexistuje:

Uklizecka piijde k prvnim dvefim a bude postupné zkouset vsechny klice, dokud
nenarazi na ten spravny. Oznacime jej (stejné jako ona) 1. Potom jde ke druhym
dverim a zkousi vSechny kromé 1, jakmile narazi na spravny, oznadi si jej 2 atd.
U predposlednich dveri zkousi uz jen dva klice a posledni dvere pochopitelné

otevira najistotu klicem s oznacenim N.

Definice a znaceni Posloupnosti pokusi mame na mysli chronologicky sera-
zeny zaznam vsech pokusi vedouci k otevieni vSech dveri, pricemz podtrzené
¢islo znaci uspésny pokus: napt. 2414234 pro N = 4. Pocet vSech pokusii bu-
deme nazyvat délkou posloupnosti; uvedeny priklad ma délku 7.

Posloupnosti (v nasem pripadé to budou konkrétné pravdépodobnostni funkce
diskrétnich rozdéleni) budeme indexovat hranatymi zavorkami, tj. tfeba x[n].
Posloupnost, ktera nabyva jednicky pouze pro indexy u az v, jinde nabyva nuly,

budeme znacit rec({u,...,v}).

Nejkratsi a nejdelsi posloupnosti Nejkratsi posloupnost odpovida pripadu,
Ze vsechny dvere otevie na prvni pokus, celkem je to dy, := N pokusii. Nejdelsi
naopak pripadu, kdy kazdé z dveri otevie az na pokus posledni, zbyvajici. Pokusi
v tomto piipadé je N+ (N —1)+ (N —2)+...+2+ 1, coz je soucet aritmetické

posloupnosti s vysledkem dy., = L;N Pro dané N je tedy celkem dy,.c —
Apin + 1 = W + 1 moznych délek posloupnosti pokust.



Priklad Pro N = 3 dvere jsou moznosti nasledujici: Existuje pouze jedna
varianta s délkou posloupnosti 3 (posloupnost pokustt 123). Ctyfi pokusy lze
dosdhnout tremi variantami (1323, 3123, 2123). Pro pét pokusu existuji ¢tyti
varianty (23123, 21323, 32123, 31323) a Sest pokust je mozné dosdhnout pouze
dvéma variantami (321323, 231323). Dalsi moznosti neexistuji.

Jaka je pravdépodobnost, ze nastane nékterd z posloupnosti urcité délky?
Vezméme napft. posloupnost 1323. Pravdépodobnost, Ze nastane tento pripad,
je roven %-%-1-1 = é. Vezméme posloupnost stejné délky 3123. Jeji pravdépodob-
nost je z-5-5- 1= % a stejné tak je tomu s posloupnosti 2123. Celkové tedy na
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ctyTi pokusy se podali oteviit vsechny dvere s pravdépodobnosti éJr % + 1—12 = 3.

Kazda z variant posloupnosti délky 5 méa shodnou pravdépodobnost, a to %

Tedy pravdépodobnost, ze celkovy pocet pokust bude 5, je 4 - % = %

Délka posloupnosti | 3 4 5 6
Pocet variant | 1 3 4 2
Pravdépodobnost této délky % % % é

Tabulka shrnuje fakta pro N = 3. Je vidét, ze pocet variant nemusi kore-
spondovat s vyslednou pravdépodobnosti. Zaroveri je patrné, ze maximum (coz

hleddame) se vyskytuje na dvou mistech soucasné.

Situace u jednéch dveri Pokud pfijmeme vysSe uvedenou strategii, pak u kaz-
dych dveri se snazime najit ten spravny z K kli¢tu (pricemz postupné K = N az
K=1).

Lemma 1: Necht X je ndhodna velicina predstavujici pocet pokust u K-tych
dveii az do nalezeni spravného klice (véetné). To znamend, ze Xy muze nabyt
hodnoty k£ = 1,..., K. Potom P(Xx = k) = % a tedy na k nezavisi, vSechny
poCty pokusii jsou tudiz shodné pravdépodobné.

=

Diikaz. Plati P(Xx = k) =52 K22 Kokl 1 - O
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Tedy diky tomu lze Xg povazovat za ndhodnou veli¢inu s rovnomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti, Xy ~ Ud({1,...,K}). Oznacme ji prislusnou

pravdépodobnostni funkci symbolem pg, pricemz ziejmé

1
= pron=1,..., K,
el ="
0 jinde.
To znamend, Ze mizeme psat px[n] = wrec({1,..., K}).



Celkova situace Celkovy pocet pokust pro N dverii je ndhodnd velic¢ina X (V)
Xy + Xn_1+ ...+ X1, coz znamena

X(N) ~ > Ud({1,.., i), (1)

Ukolem tlohy je tedy vlastné najit maximum pravdépodobnostni funkce X (N).
Pritom je zfejmé, Ze pocet pokusii u jednéch dveri neni ovlivnén poctem pokusii
u jinych, takze jsou to nezavislé ndhodné veli¢iny.

Pravdépodobnostni funkce Odvodme pravdépodobnostni funkei pro (1.

Lemma 2: Nechf F' a G jsou nezavislé nahodné veli¢iny s diskrétnim rozdélenim
pravdépodobnosti, tak ze jejich pravdépodobnostni funkce je definovana v celo-
¢iselnych hodnotéch. Pokud f[n] je pravdépodobnostni funkei velic¢iny F' a g[n]
je pravdépodobnostni funkci G, pak soucet nahodnych velicin H = F 4+ G ma
pravdépodobnostni funkci danou konvoluci jejich pravdépodobnostnich funkei,

h[n] = fln] * g[n].

Diikaz. Jestlize H méa nabyt zvolené fixni hodnoty feknéme m € Z, pak toho
je dosazeno prave tak, ze pokud F' nabyde hodnoty r a G hodnoty m — r, a
to pro jakékoliv r € Z. Muzeme tedy napsat, ze P(H = m) = >>* _ P(F =

r)- P(G = m—r). Protoze m je libovolné celé ¢islo, mizeme napsat ekvivalentné

hin] =322 flrlglm — r], coz je definice konvoluce. O

Protoze ndhodna veli¢ina (|1)), o jejiz rozlozeni se zajimame, je ddna souctem
nahodnych veli¢in, které splnuji predpoklady uvedeného tvrzeni, pravdépodob-
nostni funkce pro X (N) je konvoluci jednotlivych pravdépodobnostnich funket:

P(N) := py[n] * px-an] % ..+ pa[n] * pi[n]. (2)

neboli rekurzivné: p(N) = py[n| * p(N — 1) pro N > 2, kdyz p(1) definujeme
jako jednicku v jednicce.
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Rekneme, ze posloupnost f[n]| je symetrickd okolo a € Z, resp. a

Intermezzo Znacenim Z—I—% budeme myslet mnozinu {. . ., %, g, e
€ 7+
(a-sudost), pokud plati fla —n] = fla+ n] pro viechna n € Z, resp. a € Z + 3.
(Definice koresponduje s pojmy whole-point symmetry, resp. half-point symmetry

pouzivanymi v literatufe).

Hleddni maxima Intuice a simulace (viz dale) napovidaji, Ze maximalni prav-

dépodobnost nastane ,vprostfed“ intervalu moznych hodnot (tedy dyi, = N a

2
_ N2+N).

Apax = Uvedeme kroky (bez dikazt), které nas k tomu dovedou.



Lemma 3: Je-li f[n] je symetrickd okolo a a g[n] je symetricka okolo b, pak jejich
konvoluce f[n] * g[n] je suda okolo a + b.

Lemma 4: Je-li f[n] nezdporna, symetrickd okolo a, rostouci az do a (tj. f[n —
1] < f[n] pro n < a), s kompaktnim nosicem, a g[n] je konstantni kladné s kom-
paktnim nosicem (a tedy je také symetrickd, reknéme okolo b), pak konvoluce
f[n] * g[n] je nezdpornd, s kompaktnim nosicem, symetrické okolo a + b, rostouci
do a + 0.

Diisledek 5: Za predpokladu pravé uvedeného tvrzeni ma konvoluce f[n] * g[n|
bud jediné maximum v indexu a + b nebo dvé maxima v indexech a + b — % a
a+b+ 3.
Lemma 6: Nachazi-li se nosi¢ f[n] mezi indexy r¢ a sf, a nosi¢ g[n| mezi r, a
sg, pak fln] * g[n] ma nosi¢ {ry+ry, ..., s+ s4} .

Vztah iiké, ze vysledna pravdépodobnostni funkce je mnohonasobnou
konvoluci konstantnich posloupnosti, coz lze napsat

p(N) = ;rec({l, oy NP xx ;rec({l, 2}) * 1rec({1}) (3)
= ]\1” -rec({1,...,N}) ... xrec({1,2}) xrec({1}). (4)

Postupujme v (4 zprava: prvni konvoluce (je to vlastné p(2) az na konstantu)
je rovna {1,1} * {1} = {1,1}, a to na indexech 2 az 3 dle lemmatu [6| Pak dali
je rovna (koresponduje s p(3)) {1,1,1} % {1,1} = {1,2,2,1} na indexech 3 az 6.
A tak dale. Nyni vyuzijeme pomocnych tvrzeni a indukeci dokazeme chténé.

Turzend 7: Posloupnost p(N) mé jediné maximum, a to v poloviné svého nosice,

piipadné ma dvé maxima vzdélend o 1 od stfedu svého nosice. Pritom stied

2
N(N+3)

nosice se nachéazi v ¢isle 1

Dukaz. Pro N = 3 bylo ukazano explicitné vyse, ze maxima jsou tam, kde byla
oCekdvana (stfed nosic¢e byl 2,5 pro N = 2 a 4,5 pro N = 3). Predpokladejme
platnost tvrzeni pro N — 1. Potom f[n] = p(N — 1) a g[n|] = rec({1,...,N})
splnuji predpoklady vyse uvedenych tvrzeni a tedy pro p(N) plati tvrzeni. Vy-
sledny nosi¢ p(N) za¢ind s ohledem na lemma [f| na indexu 14+...+1= N a

kon¢i na indexu 1 +2+4 ... + N = w Stied nosice je tedy pramér téchto

hodnot a to je W. O]

Jedno nebo dvé maxima Abychom rozhodli tuto otazku, stac¢i urcit, kdy

N(N+3 ;v ’ v v . .. s . .. ,
e % celé cislo. V takovém pripadé existuje jediné maximum, jinak méame

maxima dvé, diky diive dokdzané symetrii konvoluce.
Lemma 8: Cislo W je celé pro N = 4,5,8,9,12,13,... a necelé pro N =
2,3,6,7,10,11,...
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Obréazek 1: Teoreticky vypocet versus vysledky simulace pro 10000 opakovani
pro N=T7Ta N =8.

Simulace a ovéreni teorie Na obr.[lje vidét soulad teoretického odvozeni se
simulaci. V pripadé N = 7 je maximalni pravdépodobnost pro 17 a 18 pokust,
pro N = 8 je maximum pro pocet pokust 22. Software pro Matlab je mozné
nalézt na strance .../ rajmic/koutek/uklizecka-software. Je zde vystaven
i kod pro Haskell, ktery generuje tiplné vsechny moznosti posloupnosti kli¢i pro
zadané N (dekuji R. Hrbackovi).

Zavér a mozna nova zadani  Ukéazali jsme, ze nejpravdépodobnéjsi pocet po-
kusti se nachézi ,,vprostted“ vsech moznosti. Celociselnost tohoto stiedu urcuje,
zda maximum obsazuje pouze jedind moznost a nebo jsou maxima dve.

Nabizi se otazka, jak by to dopadlo, kdyby se pridala alespon jedna neko-
necna posloupnost? Napt. by se pridalo pravidlo, ze kdyz uklizecka neotevie
vsechny dvere do m < my., pokust, ztrati trpélivost, nastve se, prasti klicema
o zem, tim ztrati jejich usporadani ... a po zklidnéni musi zacit znovu. ..

Nebo: jak by vypadalo rozdéleni poc¢tu pokusti pii hrani Pexesa jednoho
hrace? Predpokladejme, ze hrac by si vSechny predchozi své pokusy pamatoval.
Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet kol, nez otoci vsech N dvojic karticek?





